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Пусть G—локально компактная группа, р—левоинварнантная ме
ра Хаара на G, а Хп—однородная марковская цепь на G с переход
ной функцией Р(п,х,Г) — Рх Мы предполагаем, что переход
ная функция Р(1,л,Г) абсолютно непрерывна относительно меры р 
(как функция Г), и через р(х,у) обозначим соответствующую плот
ность. Если переходная плотность инвариантна (слева), т. е. р(х,у)— 
=р (е,х~}у), е— единица группы, те говорят, что Хп представляет 
случайное блуждание на G. Дадим некоторые необходимые для даль
нейшего определения, предполагая, что для некоторого z/0 переход
ная плотность р(л0, х,у.) за п0 шагов непрерывна.

Определение 1. Марковски цепь Хп на G называется связ
ной и непериодичной, если для любых x,y£G существует номер/и„= 
= т0(х,у)^п0, такой, что р(т,х,у) >0 при w>zn0.

Определение 2. Пусть К—класс компактных подмножеств К 
группы G, таких, что р(/С)>0. Мы скажем, что случайное блуждание 
Хп равномерно распределено на G, если для любых

I।m Р(п,е,К՝) __ у (Ку) 
Р(п,е՝Кг) |‘(К\)

В работе (’) Аве доказал теорему о равномерной распределен
ности симметрических случайных блужданий на широком классе дис
кретных (счетных) групп. Цель пашей статьи— перенести результат 
Аве на случай локально компактных топологических групп. Приме
няемая при этом техника имеет ряд особенностей.

Предложение 1. Пусть Хл связное и непериодическое слу
чайное блуждание на О с переходной плотностью р(е,х) = р(х). Если 
р (: (О, с1 у), то для любого КеК существует
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л _____________
Ит /Р(л,х,Л*) »Р 
Л ч

равномерно по х на каждом компакте и не зависит от К. Постоянное 
о называется спектральным радиусом случайного блуждания Хп.

Это предложение доказывается стандартными методами теории 
цепей .Маркова с использованием операции урезания. Близкий ре
зультат см. в (*).

Теперь перейтем к сформулнрованию основного результата этой 
статьи .Мы будем предполагать, что рассматриваемое случайное 
блуждание Л'л (с переходной плотностью р(х)} на О симметрично. 
Это означает, что р (х) = р(х-').

Теорема 1. Пусть Xсимметрическое связное и непериоди
ческое случайное блумсдание на О с переходной плотностью р (

Тогда если спектральный радиус «=1, то Хп равномерно 
распределено на (1, т. е. для любых Кг, К& К

Нт р(п^ 
я’“Р(лл,л;) и(Л'2)

Доказательство теоремы I требует ряда 
ложений.

Лемма 1. Для любого х £ 0՝

вспомогательных пред-

р(2п,е,х)^р('2п,е, е). (2)

В самом деле, воспользовавшись уравнением Колмогорова — Чеп
мена, инвариантностью и симметричностью переходной плотности, а 
также неравенством Коши — Буняковского, будем иметь

р(2п,е,х) = /р(л,е,у)р(л,е,х֊|у)(/И(у)^( $рг(п,е,у)д? (у)) •

• ( ( Р՛ (п, е,х-'у)дц (у) У'2=\р*(п,е,у)4р(у), 

откуда в силу равенства

р (2л, е, е) = | р (п,е,у)р(п,у,е) (1 у (у) = ) рг (п,е,у) д у. (у)

немедленно получим (2).

Л е м м а 2. Существует

Нт р(2п 2՝е՝е} 
р(2п,е,е)

Доказательство. Существование предела доказывается точ
но так же, как и в (1). При доказательстве основную роль играет не
равенство (2), с помощью которого показывается, что отношение
р(2п ±2,е,е) 

Р(Чп,е,е)
5^1 и монотонно возрастает по л. Покажем, что 

2 л___________
Ур(2п,е,е)~* при л-* со, и тем самым лемма 2 будет доказана.
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Действительно* по условию теоремы 1
2/1

Р(2».е,Л) . = I

для любого А'£К, и поскольку (в силу леммы 1) Р(2п.е,К)< 
2п

•< р (2 п, е, р (К), то Пт (2п.е, И >1. Сопоставляя с неравен- 
л > в 

р(2п+29е,е)
ством ------ ------------<1, получаем, что

2л______________
Нт / р(2Л|^>е) = Пт Р(2л^2,е,е) 

л*и р(2п,е,е)

. I е м м а 3. Семейство функций

Л (•<)=
Р(2«, е, х)
Р(2п,е,е)

равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.
Доказательство. Равномерная ограниченность немедленно 

следует из леммы 1. Далее, из лемм 1 и 2 имеем

I /л + 1 (•*) — /л + 1 (у)|^
Р(2л,е,г)

Р(2п+2, е,е)
Р(2,с,х)—р(2։г,у)

р(2,е,г~' х)- р(2,2-'у) (3)

найдется такая окрестность
Известно (’), что если

получим, что для любого е>0 
кая. что при у-'х £ V

у € 1-Р 1). то для любого в>0
единицы И, что из следует

Учитывая, что р (2, е, л) £ Р ((}), из (3)

найдется окрестность единицы И та-

/л+1 (х) Л + |(у) <а Л-. у € 6.

Это и означает, что семейство функций /п ртвлостекелно непрерыв
но. Лемма 3 доказана.

Вернемся теперь к доказательству теоремы 1. Сначал ։ покажем, 
что

р(2п, е,е)
(В

равномерно на каждом А'€К.
Действительно, рассмотрим функции Гп(х) на А’. В силу теоремы
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Арцела множество предельных точек семейства {/„} а С (К) не пусто, 
и пусть £ —какая-то предельная точка. Покажем, что в (х) =»1 на 
А', и тем самым будет доказано (4). Пусть равномерно на К. 
В силу связности и неперноднчности Хя и непрерывности р(п,е, 
х).п >2 можно выбрать / так, чтобы р(21.е,х)>о для всех х£К. 
Поэтому из теоремы Лебега о мажорируемой сходимости имеем

р(2п',е,х)I-------------------
/>(2л', е,е)

Р(2п',е,х
р(2п\е,е)

<-L|!m \р(21.е.х) 
G п * » 

К

JLlim / 1 _ I 2/,е,л-)\
5 \ р(2п',е.е) /

где о = min р (2 /, е, л). Но правая часть последнего соотношения в
■$

силу леммы 2 равна нулю. Значит

f(l- g(A))dP(x) = 0. 
к \

и, следовательно, ц {х£К; 1- #(х)>0}=0. Отсюда, учитывая непрерыв 
ность функции £(х), получим, что 2(х)=1 на А. Таким образом 
соотношение (4) доказано.

Чтобы завершить доказательство теоремы 1, покажем еще, что 
равномерно по х£К

Р(2п ~ \ ,е,х)
Р(2п+ \,е, е)

-1, п -ОО,

для чего достаточно доказать, что

£-(*)=
р№ l.e.x) 

р(2п.е,е)
— 1, л—оо (6)

равномерно по х£К.
Из очевидного представления

£л(*) = Р г)
р(2п,е,е)

p(e,z֊lx) '-֊г—
Р (2л, е,е)

и из леммы 1 немедленно следует компактность семейства функций 
8п(х). Повторяя все предыдущие рассуждения, относящиеся к пос
ледовательности /„ (только I выбирается так, чтобы р(21 4- 1, е, х)> 
>0, А), получим (6). Объединяя (4) — (5), получаем
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н,п
P(n,e,e) 

равномерно по x£K, Л'£К. О текла и из теоремы Лебега о мажори
руемой сходимости сразу получим соотношение (I). Теорема пол
ностью доказана.

Замечание 1. Теоргма Аве, упомянутая выше, утверждает так
же равномерную распределенность симметрического связного и непе
риодического случайного блуждания на счетной группе с дискретной 
топологией, в предположении, что спектральный радиус р=|. Дру
гими словами, теорема I обобщает теорему Аве на гораздо * более 
широкий класс непрерывных групп. Однако в дискретном случае 
теорема о равномерной распределенности допускает другую изящную 
формулировку. Именно, условие р=1 в этом случае, согласно резуль
тату Кестена, эквивалентно аменабельности группы (определение см. 
(*)). Мы не знаем, справедлив ли аналог теоремы Кестена в непре
рывном случае. Если это так, что представляется весьма правдоподоб
ным, то и в теореме 1 условие о=1 можно будет заменить условием 
аменабельности группы G.

В заключение приношу глубокую благодарность С. А. Молчанову 
за руководство работой.

Ереванский политехнический 
институт им К. Маркса

II, 1Г. ՆԱՐԻՄԱՆ9ԱՆ
Տոււ|Ո[ոզ|ւա1|Ա1ն խմ[՝եր|ւ ւ|րա ւոՐւ|ած պատահական թափառումննր|ւ հավա

սարաչափ թայ|սւ|ածութ|ան մասին

Դիցուք 0‘ն Լոկա1 կոմպակտ խումր է, թ-ն ձախ ինվարիանտ Լաարի 
չափն Լ (}-ի վր1"՝ իսկ սիմետրիկէ կապակցված և ոչ պա րրե րա~
կան պատա հական քժ ափ աո ում է 0-ի վրա, որի անցման ֆ ունկցիան է՝ 

Բ(ո, X, Ր) = Ենթադրվում է. որ I, X. Ր)-ն րացարձակ
անրնդհատ է/որպես ֆունկցիա Ռ^/|* չալՒՒ նկատմամբ և համասլատաս 
խան խ տ ութ լուն ր ն շանակվւսմ է ոփ

Ստացված է հետելալ արդլունրրւ Եթե Xի սսլեկտրալ շաոավիդր 
հավասար 4 մեկի, իսկ x) = բ (X)^L*^G. Ժ|»), -պա \„-ր հավասարս,- 
1.աՓ է րա շխված (յ-ի վրաէ
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