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В работе (*) впервые был изучен вопрос об обычной сходимости 
рядов Фурье по системе ортогональных рациональных функции. В ней 
было построено компактное обобщение ядра Дирихле для системы ра­
циональных функций, ортогональных на единичной окружности, а так­
же были получены аналоги признаков Жордана-Дирихле и Дини-Лип­
шица для разложений в ряд Фурье по рациональным функциям.

В статье (2) была построена система рациональных функций, об­
общающая классическую тригонометрическую систему, и были иссле­
дованы разложения по этой системе в ряды типа Фурье.

В настоящей заметке строится аналог классического ядра Фейе­
ра для некоторой системы рациональных функций и приводится тео­
рема об аппроксимации функций, непрерывных на единичной окруж­
ности, рациональными функциями, образованными посредством ядер 
такого рода.

1 . Пусть —произвольная последовательность комплексных 
чисел, лежащих в единичном круге: (£=»!, 2,...). Ассоци­
ируем с ней систему рациональных функций | следующим
образом:

-о(г) = 1,

пяЬ)-п4֊՜=^ • -^-^(Л=1,2....). (I)
*-։ 1~аАг 1 —

Функции ял(г) аналитичны в замкнутом единичном круге |г[^I 
и имеют полюсы ине него в точках г*=1/ал (Л = 1, 2,... п).

Легко заметить, что на единичной окружности г=е‘л (0<л<2я) 
функции -л(2) обладают следующими свойствами:

а) = 1

б) к„(1) = 1

в) |֊лк,л)Г1='М?7) («=0, 1,2,...). (2)
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В частном случае, при — о (А = 1,2,.,.) система функций 
|кя(г)}э переходит в классическую степенную систему {**}".

2 . В классическом случае ядро Фейера Кп(и) выражается по­
средством ядра Дирихле /Л(и) по формуле (см., например, (’), стр.

=— V՝ Ок(и).
П н.о

В частности, на единичной окружности |?|=1 с 
г= 1

выколотой точкой

ад-2/'=т17(^-г-)я=о.1,2>...
и, соответственно,

(3)

где г = е‘л (0<х<2~), л = 1, 2.........
Следуя приведенной схеме, аналогично формуле (3) введем в 

рассмотрение систему функций |ФДС))։":

(4)

где величина /?„ будет определена ниже.
Каждая функция ФЯС) (л=1, 2,..) является рациональной 

функцией в комплексной плоскости с полюсами в точках »=я* и 
;=1/7Л (Л= 1,2,...л).

Отметим, что выражение

без остатка делится на (1 — В самом деле, так как

то с учетом свойства (2) б) имеем:

<0я(1)=ш Д1) =0 (л=1,2,...).

Это значит, что точка 1 является устранимой особой точкой 
функции ФЛ(Д. иначе говори, функцию Фл(',) можно так доопреде­
лить в точке С I, чтобы она стала непрерывной на всей единичной 
окружности £| = I.

Упростим выражение для Фл(^) на единичной окружности. Пусть 
= е‘* (0<|0|?^г), тогда с учетом свойств (2) функций -л(е՛*) получим:
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11'4е',) + "

s.n«^
2

~ 0 ’
/?„sln’—-

(5)

где f„(6) = arg-n(e՛9)-
Вычислим ?п(9). Пусть а* = |зА|е'Ч тогда легко видеть, что

г՛’ - аь 1 — ~аь /' , / о 4 SlnS — |a*|sin |i* .
£___* . --------— =ехр ( il 2arctg ----------------------— 4֊
1֊а>е-։ 1 — 2* X \ COS0 — |aft|COS-b

+ 2arctg֊^!p--0)).
I - |аА| COS I* //

Обозначим

Ул(®> « 2arctg
sin6 — K|sln]>*
COS0 — |an|cos

4֊ 2arc tg  ----- —-------
I — |»*|cos^

и заметим, что

У*(0) = 0. у, CO —------- ֊—-----------
l--2K|cos(0—M+KI’

Тогда из (I) и (6) имеем:

exp
h-1

? i - Kf 
՝ 1 — 2|a*|cos(u - 
0

Итак, функции f„(0) и Фч(₽'*) имеют следующий вид:

= exp (՛ 

\ h-l .

sin* —

Фп(еЧ =

J 1 — 2|։*|cos(tt 
о

du. (7)

J I — |2։»|cos(M 
0

------------------ du
- 'W 4֊ |«й|’

R„ sin* 4՜
2

(H)

?n

где '|»fc = arga*.
3°. Рассмотрим теперь функцию

10



где » = е,։ (ОС|6|<П) параметр. Полюсы этой функции лежат в точ­
ках г*=։»1е/в и (Л — 1, 2,...п).

Вычислим интеграл

Л(г) = (9)

при г = е1' (0<х<2к). Обозначим тах |ак| = гл. 
1 <Л< л

Очевидно, что гл<П и с учетом приведенного выше соображения от­
носительно непрерывности функции Ф„(9) на единичной окружности, 
можно утверждать, что функция Фл(г, С) непрерывна в кольце 

Поэтому при вычислении интеграла (9) будем считать, что 
г лежит в кольце гл<|г|<1. После замены переменной гД=то инте­
грал (9) примет вид:

Л(г)----------------С "■(«) + «-.■(») - 2. (10)
2к/7?я .) (1-то)’

|»|-г

где г = |г|, гл<г<1.
Так как функции г„(то) и (1—то)՜’ аналитичны в замкнутом 

круге |то|^г, то из (10) имеем:

, 1 ч I Г (/то 1 (/ 1
] Л — —- ------------ \ —------------------ -- “ — Нт ----- ------------ =2*//?я 3 (1— то)’гп(то) КЯ9/^(1и>

|и|-г

1 я
Пт
и- >1

[ 1п-„( то) |'

«л(то)
----- Нт 

в>ч
ТО — а*) —

— 1о£( 1 — а*то)
_1_ " 1 - и*

(И)

Из формулы (11) следует, что интеграл Ул(г) не зависит от г и если 
в качестве множителя /?„ выбрать частичные суммы ряда

• 1 — |а»|*
Й1|1-«й|>

то при таком выборе будем иметь:

(12)

(13)

(14)г,:)|(Г,|= 1 (л = 1,2,...)

при г — е1' (0<х 2к).
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В частном случае, при ч = О (Л=1,2,,..), = п, ?я(0) = п 9, а
функция Ф„(<?'*) переходит в классическое ядро Фейера:

Ф„(е<в) =

. ։л9
։|" 2

Л81п’ —

рмулируем теперь лемму об основных свойствах функции Ф„(’).
Лемма. Функция Фп(',), введенная по формуле (4), на единич­

ной окружности обладает всеми свойствами, присущими клас­
сическому ядру Фейера, а именно:

л> Ф»(^'»0 при о<|в|<» (л = I, 2,...)

Ф.,(г, ’) |<Г.| = I

I

при г = (0^х<с2~) (15)

в) Фя(9) С
Яя6’

г) если дополнительно предположить, что ряд (12) расходится, то

ф„(2. ;)|Л| = 1.
П-*

где для любого о (0<3<^) — дуга единичной окружност и
1П=1.֊։<агг:<8}.

До ка з а т е л ьс т во. Как видно из (13), /?л>0 (л = I, 2,...), 
поэтому свойство а) непосредственно следует из представления (8); 
свойство б) доказано выше (см. 14)).

Далее, в силу известной оценки з 1п име-

ем: з1п։ х > — х- / |л| С — \ или--------< -у при 0<|0|^к. С

51п։2֊
учетом

этого неравенства, из (8) получим свойство в) леммы:

Фп(6)^------- 1------

/?Л5|П։— 
2

-2А
при 0<|6|<тт.

В частности, при 0<^<|9|^т: отсюда следует:

/?яй’

и если то при любом 8 (0^<^г) имеем

при "

и

Ф«(9)
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Нт тах Фя(0) = 0. 
п- в

Непосредственно из свойства б) следует:

,|п> •֊֊ С Ф„(г, С) |Л| = 11т I А | Фя(г, ')|<Г,| + 
2* .1 я— I 2п з

К1-։ 1«

(16)

фя(г, :ж.|

откуда, ввиду (16), вытекает свойство г) леммы.
4°. Докажем наконец теорему об аппроксимации.
Допустим, что функция /(г) непрерывна на единичной окруж­

ности, и введем в рассмотрение систему рациональных функций

/.(г) = — Г / ;)|<Г.| (л = 1,2,...).
2п յ

|С|-1

(17)

Теорема. Если ряд (12) расходится, то для любой функции 
/(г), непрерывной на единичной окружности, последовательность 
рациональных функций |/„(г)}7, определенная по формуле (17), 
сходится к /(г) равномерно на единичной окружности:

Пт/Дг) = /(г). 
л

Доказательство. В силу свойства (15) б) и по (17) имеем

/(■2՜) —/л(г)— I [/ (г) /(’)|Фл(*Г. (18)

Далее, в силу непрерывности /(г) на единичной окружности, для 
произвольного ։>0 выберем такое о>0, что при |аг£г — аг£’,|<б име­
ем |у(г)_у(;)| е равномерно на всей единичной окружности. Обо­
значим также

вир|/(г)| = М 
1*1-։

и с учетом свойства (15) а) оценим интеграл (18), предварительно 
разбив его на два интеграла:

1/(2) -֊/«(2)1 < ֊ С|/(2) -/С’)1ф-(2, 0|*1 4֊

та

+ 1՛ 1 /(2) -/<:)|ф"(г' ♦-(*.

1<|аггС1с* и
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+ 2Л1 I Ф,(г,

Наконец, ввиду свойств (15) в) и г) ядра Фл(г,’,) отсюда получим 

|/(г)~Л(г)|<Се

равномерно на всей окружности (С = const).
Теорема доказана.
Таким образом, возможность равномерной аппроксимации непре­

рывных на единичной окружности функций системой рациональных 
функций, образованных обобщенным ядром Фейера Фл(г, '.). сущест­
венно зависит от скорости сгущения точек последовательности 

7 к единичной окружности.
Следует также отметить, что полюсы рациональных функций 

fn(z) в общем случае не совпадают с полюсами ядра Ф,('.).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

U. Ա. ԿԻՏՐԱԼՅԱՆՖԼ(էրի 1|ուփ<||ւ մ|։ րնդհանր՚ս<|<(սւն մաս|ւս
փողվածում (։) սյոաշին անգամ ուսումնասիրվեք էր րստ ոագիոնաք 

ֆունկցիաների օրթոգոնաք համակարգի կառուցված հհուրյեի շարրերի սովո­

րական զուգամիտության հարցը, Այնտեղ կառուցվել էր Դիրիխյեի ընդհան­

րացված կորիզր միավոր շրշանագծի վրա օրթոգոնալ ռացիոնալ ֆուն կցի ա- 

ների համակարգի համար, ապացուցվել էին Ժորղաե—Դիրիխլեի ե Դինի — 
1ՒցՒ *տյտանիշների անալոգները։

Կառուցվել Լր գա սա կան եռանկյունաչափական համակարգն 

րացնող ռացիոնալ ֆունկցիաների Համակարգ և հետազոտվել Լին 
շա րրե րի վ ե րլո ւժ ո ւթ յո ւնն ե ր րստ այգ Հ ա մա կ ար գի('*

Ներկա հոդվածում կառուցվում Լ Ֆեյերի դասական

րնգ Հան -
Ֆոլրյե ի

ան ալո գր
ռացիոնալ ֆունկցիաների որոշ Համակարգի համար ե ա սլա ցուցվ ում Լ թեո» 
րեմ նշված կորիգի միջոցով կառուցված ռացիոնալ ֆունկցիաներով միավոր 
շրջանագծի վրա անընդդատ ֆունկցիաների մոտարկման վերաբերյալ։
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