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Семейство тождеств для перманента
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Найдено семейство формул для вычисления перманента прямо
угольной матрицы, которые при частных значениях параметров дают 
известные формулы типа включения-исключения Райзера и Вильфа. 
Прямое доказательство опирается на кратный интеграл Коши

Определения и обозначения. Пусть \^Ь^п ' т Оь.т- множес
тво всех строго возрастающих последовательностей Л=(/1........ /*),
составленных из чисел 1....... т; множество всех выборок
(без повторений) А=(/1։...,ук) из чисел 1.......т\Рп.т- множество
п т матриц нал полем комплексных чисел. Последовательность 
О1;։, . . аЯ(я назыпастся диагональю матрицы А — (аи)^Р„_т, если 

= • • ч \ “••••» 1/։1» • • •։ |Л|, • • •» я)» где
|. . . |—знак пропуска. Под перманентом матрицы А=(а,1)^Рпт по
нимается число

реет Д= V օւ„ а./,...ая/я.
•^п^п.т

(1)

Теорема 1. Пусть матрицы В^ (Ьц ), С= (с1, ) £ Рпп такие, 
что произведение элементов любой диагонали матрицы В г С 
равно 1. Тогда, если А= (ац ) £ Ра.п, то

я п
регт А = V (—1)*  V { П ( V Ьг1 аГ] — У сг/ аг/ ) }. 

г“։ " №*
(2)

Теорема 1 может быть просто доказана путем подсчета коэф
фициентов при произведениях <Ъц... аП)я. у\.....Л։я1.«» получаемых
при раскрытии скобок в правой части (2). Эти коэффициенты в силу 
условий теоремы равны I при каждом Л = (,..., Л) £ Оп п и равны 
О при Л £ 0П։П. Заметим, однако, что в этом доказательстве мы ис
ходим из знания ответа (2). В следующей теореме указывается пря
мой вывод формулы (5), эквивалентной формуле (2), в котором ис-
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пользуется представление перманента в виде п - кратного контурного 
интеграла в С".

Теорема 2 Пусть В =*  (Ьц ) ^Fn.n, a ab fy, -р, /= 1, п,— про
извольные комплексные числа, удовлетворяющие условию

• Это угверждсние возникло в холе обсуждения с А. .М. Кыгмановым.

П «, fr = I. (3)
<-։

Тогоа, если A=(alt) £ Л„.я, то справедливы формулы

perm Д= V ( — 1)*  у { П ( V bri arl — ir V art) }; (4)
*-o Ае<?* л r-i /-։ УеЛ»

perm .4 — £ ( — 1)*  V { П (?,— «, 
*’° АеО».я

(5)
IC-'h
V <bj) |.

Отметим, что формула (4) содержит л*  4֊ 2п 1, а формула (5) 
— (Зл— 1) независимых переменных. В (2) при выборе В и С необ
ходимо, чтобы произведение элементов любой диагонали матрицы 
Я-|-С равнялось 1. Покажем, что формулы (2), (4), (5) эквивалентны.

Л
Действительно, (4) следует из (5), если положить д, = V brjart. 

/֊։
Докажем обратное. Если Д содержит какую-либо нулевую строку, то 
(4) и (5) дают общее значение для perm Д, равное 0. Если же ка
кие-либо Д|;,.....  а„!я отличны от нуля, то обозначая = af/r br,r, 

г— 1. л, в силу произвольности выбора В£ Рпп из (4) следует (5). 
Эквивалентность (2) и (4) устанавливается с помощью следующего 
простого рассуждения.

Лемма.*  Для того, чтобы матрица D = (d,i)^F„.m имела
равные отличные от нуля произведения элементов диагоналей.
необходимо и достаточно, чтобы

di,՝ = »/?/, ։=1Л, /»1,т, (б)
где 11, 3,— некоторые отличные от нуля комплексные числа.

Доказательство. Достаточность очевидна. Для доказатель
ства необходимости приравняем произведения элементов двух диаго
налей матрицы О, различающихся лишь элементами г։, /2 - строк и 
/։, /, - столбцов. После сокращения общих сомножителей получаем, 
что для произвольных пар г, 1։, /\ /- /։ справедливы равенства 

= т. е. ранг матрицы И равен 1. Отсюда следует (6).
Другое непосредственное доказательство формулы (5) (а с ней 

(2) и (4)) было первоначально получено автором с помощью подхо
да, развитого в (’), исходя из известного интегрального представле
ния для перманента

регш Д —

1(р)

W2 •• л
| dwl/\.../\dwn, (7)2
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где Г(р) — остов полидиска и (р) = {и>= (а-։........ып) £ С*;  | |

0< <*>,/=  1, л |. Доказательство проводится путем некоторых
преобразований числителя или знаменателя подынтегрального выра
жения в (7), не изменяющих величины интеграла (7), с дальнейшим 
его вычислением. Это оказалось возможным в силу того, что н чис
лителе и знаменателе подынтегрального выражения в (7) стоят одно
родные многочлены от «»։ ,...,дая.

Тождество (5) (рйвио (2). (4/) допускает и другие доказатель
ства, как требующие, так и не требующие знания ответа.

Следствие 1. Пуст^ А^Еп.п. Тогда для любого набора /$ = 
=(/։ ...» Л) «=1, л — 1, справедливы равенства

п
1г~лг ?/ arj 

/€/*
(8)

где а/, 7<, /=1. л произвольные ко мплексные числа. Если а,, 3/.
7/ комплексные числа, удовлетворяющие условию (3), то для лю
бых х, /= 1, п справедливо тождество

п

£ —О
1)*  v

4е<?*. л
X п (I'՜®'S fyarj 
ie'*  7*  /е>»

Л ( п
= ?, V(-l)*v  V

AeQV.* 1'-1
а/ ац П (7, — аг 

г-1 г *1

где через Q"> обозначено множество последовательностей У*  = 
=(у'р...//*)€  Qk.n, хотя бы один ui членов которых равен t.

Докажем (8). Пусть — выражение в левой части (8). Из (5) 
имеем SZ( = perm Atj =0, где A,s — матрица, получаемая из А заме
ной элементов всех строк, исключая г\.....G - ую, пулями. Формула
(8) может быть также получена путем дифференцирования (5) по 
всем 7/, исключая 7»,7<, - Формула (9) получается из (5) путем 
рассмотрения полной частной производной по а, и р/.

Очевидно, тождества (8) равносильны тождеству (5). Используя 
этот факт, можно показать, что тождество (5) для перманента явля
ется некоторым аналогом известного полиномиального тождества для 
детерминанта: детерминант исходной матрицы равен детерминанту 
матрицы, получаемой из Я добавлением к одной из ее строк произ
вольной линейной комбинации остальных п 1 строк.

Теорема 3. Пусть а,, ₽/, 7„ i, г=ТГп, / = l.m - произвольные 
комплексные числа, удовлетворяющие условию

П а, П 0/—1. (Ю)
/-1 /-։

Тогда, если A=(aii) £ Ея.т, то
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perm A v (— 1 )*  ш я (11)

Доказательство. Пусть D матрица вида

Из теоремы Лапласа для перманента, примененной к последним 
т—п строкам матрицы I), следует, что perm 4= perm D j(m -—л)!, и 
вычисляя perm D из (5) прн =8/=1, получим

т ( — 1)*  
perm Л = У-----------

д-и(лг—л)!
(W) V {т п

г- I

(12)

Отсюда, полагая 7Я + Г = г— I, г==1,л։—л, получаем (11) (при 3, = ^= 
= 1), замечая, что при этих значениях 7< члены суммы в (12) прн 
k 0, т—п— 1 обращаются в нуль. Для окончания доказательства при 
произвольных я/ и 0;, удовлетворяющих условию (10), достаточно 
заметить, что согласно определению перманента perm («//) = perm 
(®< ?/ ah )•

Перенося выражения, стоящие в правых частях формул (2), 
(4), (5), (11), в левые части тех же соотношений, получаем соответ
ствующие семейства тождеств для перманента. Придавая параметрам 
®., ₽/. 7< 11 членам матрицы В в указанных формулах конкретные зна
чения, можно получать различные частные формулы для вычисления 

т ____
перманента. Например, при всех 9;=?,= ! и 7,= v ari, г— 1, л, (11) 

/-։
дает известную формулу Райзера (։)

perm Л —
Л 
II 
г-1

а при всех а,— 0,= 1 и 

либо каждое ։у~1/2, (5)

п _____

7/= X zjarj, г~ 1.^. где каждое еу= ± 1, 

переходит в формулы Вильфа (’)

п ( п /perm А = V ( — ])*  V 111 
I г-1 \

(13)

Заметим, что в случае »у= 1/2, /=|, л, после приведения подоб
ных в праной части (13) эта формула содержит лишь 2я՜1 членов 
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суммы при нечетном п и 2я՜1 4- ( п \ / 2 членов при четном п.
\ 1«/21 /

Из (4) при всех 2/=^- 1 и В = Р вытекает
Теорема 4. Пусть Р=(р11)^рпп матрица перестановки, 

порожденная некоторой фиксированной перестановкой (/։,... , ։п) 
чисел Тогда, если А^Рпп ,то 

п 
perm А — у (-1)

Ав$л,л
Urlf —

l&h
(U)

причем, члены суммы в правой части (14) равны нулю при k֊֊\.

Институт фнэнкн 
им Л В Киренского 
СО АН СССР

Դ. Պ. ԵԳՈՐԻՉեՎՆույնությունների ընտանիք պերմանենտի համար
Գտնված 4 ուղղանկյուն մատրիցայի պերմ անենտի հաշվման համար 

բանաձևերի ընտանիր, որոնր պարամետրերի մասնավոր արժեքների ղե Այ
րում տալիս են ն եր առմ ան - բա ցաոմ ան տիպի Ռա յղերի և Վի[ֆի հայտնի բա. 
նաձևերր I

Անմիջական ապացույցը ամ բողջովին հենվում է Կոշու բագմ աչափ ին
տեգրալի վրա։ մ! է! I [ ? ձ I V Ր ձ - ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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