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В настоящей статье проводится дальнейшее изучение введен
ного В. Г. Болтянским (։) класса Б непрерывных отображений под
множеств вещественного сепарабельного гильбертова пространства 
//°6 (JJ). Построение и доказательства ряда основных свойств клас
са Б содержатся в (։). Сначала напомним определение этого класса.

Пусть G—произвольное открытое подмножество пространства 
Н, a f zG—H—непрерывное отображение. Булем говорить, что отоб
ражение / принадлежит классу Б, если для любой точки x&G и 
для любого £^>0 существуют окрестность UczG точки х0, конечно
мерное подпространство L<ZH, действительные числа '->0 и / такие, 
что если точки х, y£U и угол между векторох։ х—у и подпростран
ством L не меньше ~/2—о, то выполнено соотношение

|l/O)-/(vt—'(х֊у)|| фг-у|| С)
Оказывается, что фигурирующие в этом определении чиста • 

порождают вещественную непрерывную функцию >r-G *R, однознач
ным образом определяемую самим отображением / и называемую 
его герминальной производной. Таким образом, через терминальную 
производную соотношение (*) записывается в виде ||/(х)—/(У) 
-6(х0)(х—y||^s||x—у||.

Пусть теперь Л1 произвольное бесконечномерное (dim М— 
подмножество пространства Н, afzM-*H непрерывное отображение. 
Мы скажем, что / принадлежит классу Б, если существуют такое 
открытое подмножество QC.H и такое отображение gzG—H, принад
лежащее классу Б, что M^-G и /(х)=£(х) для каждой точки х£Л'

Одним из основных свойств класса Б является локаль
ное удовлетворение условию Липшица, т. е. для любой точки х0^.И 
существуют такие числа г^>0 и с 0, что если х, у£/И и ||х хо11<Сг 
11 НУ—то ||/(х)—/<у)||«*||х у||.

Предложение I. Пусть G открытое подмножество простран
ства //, а /:(7 —// отображение класса Б; пусть далее хв£(/ такая 



точка, у которой существует окрестность такая, что /((.') С.¥։ 
где п<> (множество Л՜ удовлетворяет одному из следующих условий;

I) Л'—конечномерно (<НтЛ’<֊| по);
II) Д’ локально компактно (в частности, компактно).
Тогда терминальная производная МЛ') отображения / в точке

х0 равна пулю.
Следствие. Если 0' открыто в Н, то для всякого конечномер

ного или вполне непрерывного отображения / : (7 -Н, принадлежа
щего классу Б. терминальная производная Ь/(х) тождественно равна 
нулю на О.

Замена и и е. Предыдущие утверждения остаются справедли
выми, если открытое подмножество пространства Н заменить откры
тым подмножеством подпространства Нх конечного дефекта простран
ства Н. ■ г*/ г

Пусть теперь Л1—произвольное подпространство пространства 
// и р: // Л1—ортогональное проектирование. Тогда имеет место 
следующее утверждение:

Предложение 2. Отображение р принадлежит классу Г> 
тогда и только тогда, когда подпространство М либо конечномерно, 
либо имеет конечный дефект в Н. \ ,

Композиция двух отображений, принадлежащих классу Б, также 
принадлежит (*) этому классу. Приведем два утверждения относи
тельно принадлежности к классу Б композиции двух отображении.

Предложение 3. Пусть О* н О' открытые подмножества 
пространства —отображение, принадлежащее классу Б,
терминальная производная / Дх) которого тож (ествепно равна нулю 
на <7. Тогда для любого непрерывного отображения £:0'֊‘/7, 
локально удовлетворяющего условию Липшица, композиция 
// ° : С) -Н также принадлежит классу Б и терминальная произ
водная /л(х) отображения Л равна тождественно нулю на О.

В силу этого предложения и из следствия к предложению 1. я 
также из того факта, что всякое линейное вполне непрерывное ото
бражение /:0 <֊Н принадлежит классу Б, причем его терминальная 
производная /Дх) тождественно равна нулю на О, приходим к сле
дующему утверждению:

Следствие. Если линейное вполне непрерывное ото
бражение, а непрерывное отображение — Н локально удовлет
воряет условию Липшица, то отображение Л=я принад
лежит классу Б. лпир*

Замечание. В предложении 3 условие >/(х) О на 0՛ не мо
жет быть опущено. В самом деле, пусть /= \ц: Н — //—тождествен
ное отображение (которое, очевидно, принадлежит классу Б, причем 
>•/ (х) 1 на //), а ^ ://֊►// ֊ ортогональное проектирование прос
транства // на бесконечномерное подпространсво Л1 бесконечного 
дефекта в //. Тогда из предложения 2 следует, что отображение 
К՜՝/ Н—Н не принадлежит классу Б.
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Предложение 4. Пусть G и G' открытые подмножества 
пространства /7, a f : G *G' и ц:О'-Н непрерывные отображения, 
удовлетвориющне условиям;

I) f локально удовлетворяет условию Липшица;
II) какова бы ни была точка x^-G, для всякой окрестности 

G'CG' точки /(х0) и для конечномерного подпространства /.'С// 
существуют окрестность U^-G точки х0 и конечномерное подпрос
транство L'С.Н существуют окрестность U<ZG точки х0 и конечно
мерное подпространство LC.H такие, что если х, y^U и вектор 
(х—у)±А, то /(х),/(у)б(7 вектор (/(х) —/(у))

III) g принадлежит классу Б и ).;(х)=0 на G'.
Тогда композиция h<=g / : G-*// принадлежит классу Б, причем 
/,й(х)=0 на G.

Следствие. Пусть f : Н -* Н линейное отображение, сохраня
ющее скалярное произведение. Тогда для любого отображения 
g:H^H, принадлежащего классу Б и такого, что Хг(х) = 0 на Н, 
отображение h=g f \Н->Н принадлежит классу Б.

Заме ча н и е. Простые примеры показывают, что в предложении 
4 условие Хг(х) 0 на G' также не может быть опущено.

Перейдем теперь к рассмотрению замыкания Б класса Б.
Определение. Пусть G—произвольное открытое подмно

жество пространства /7. а / '.G ֊Н некоторое непрерывное отобра 
жение. Будем говорить, что отображение / принадлежит Б, если су
ществует последовательность (/я) отображений fn՝.G *Н, принад
лежащих классу Б, равномерно (относительно каждого ограниченно
го подмножества ACG), сходящаяся (3) к отображению /, т. е. для 
всякого е>0 и для всякого ограниченного подмножества ДС6 суще
ствует такой номер пп, что для всех п>л0 выполняется соотнош՛ ние 
11/«<х)— /(х)||<е для всех точек

Если теперь А1 — произвольное бесконечномерное подмножество 
пространства Н и g : Л1 — И— непрерывное отображение, то мы ска
жем, что g принадлежит Б, если существуют открытое подмножество 
GD.14 из Н и отображение f\G — H такие, что /£Б и /(x)=g(x) 
для каждой точки х£ЛЕ

Пусть G открытое подмножество из А7. a f произволь
ное отображение из класса Б. Пусть далее (/л) —некоторая после
довательность отображений fn՝.G*H, принадлежащих классу Ь. 
равномерно сходящаяся к /, и пусть л,f(x)=k/„(x)—терминальная 
производная отображения /„. Рассмотрим произвольную точку ■՝,, 
множества G и некоторую ее ограниченную окрестность .4 f՛ 
Зададим £ -О произвольно; тог ia существует нп такой, что для вч*\ 
л>Ло11/п(х)-/(х»|| в/2 для всех х£А. Зафиксируем //>«<,. топа 
из /п€Б следует, что существуют окрестность I 'МС.4 точки х0. ко
нечномерное подпространство /,։с// и число (I такие, что et iи 
х, у(Ч/п и угол между вектором х у и подпространством п '
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меньше г(2—2П, то выполнено соотношение ||/я(х) -/„(у)— >л(л*0)(л-— 
_у)||<«||х—у||. « ••! ՛■

Тля этих же точек х н у будем иметь ||/(х) — /(у) — >.п(х0)(х 
у)|1МЛ։(л'1 /П(у)-Мх(,)(л-- у)|| ||/„(л-)—/(х)|Н||/„(у)֊/(у)|| , 

<^։||х —у|| . е. <#:
Диалогичным образом для другого фиксированного т>п9 будут 

существовать окрестность (7,„СД точки х0, конечномерное подпрост
ранство 1тс:Н, число 2т>0 такие, что если х, у£ит и угол между 
вектором х—у и подпространством 1.т не меньше к/2—8т, то выпол
няется соотношение * Н

||/(*)-/(у)-֊'т(Л'о)(х-у)||<ь||*֊у|| | г.

Пусть и֊итдип, <• -ш1п (2л։, 2Я) и £—линейная оболочка под
пространства I т и 1.п. Тогда если точки х, у££7 и угол между векто
ром х у и подпространством /. нс меньше ”/2—2, то будем иметь

|'тЮ ^(Ло)Ц|А--у|| = ||(>-т(-^о) “ Хп (*•))(* ~ У)1| =

= 11 (/(-V) -/(у)—Ма0)(л- у))-(/(а)—/(у)—Хт(х0)(х-

֊уР||^1|/(л-)-/(у)֊)л(х0)(х-у)|| ||/(л-)-/(у)֊ 

֊' «(АоХх —у)|Ке||х-у||4-в н||х - у||-•֊ *.

I ։так |/ „,(х0) - / „(х0)| ||х - у||^2е||х - уЦ + 2е.

Из полученного соотношения следует, что числовая последова
тельность /Л(х0) сходится и пусть >.(х0) = Нт<л(х0).

Л Ор
Оказывается, что этот предел Х(х0) не зависит от выбора после

довательности /л. В самом деле, пусть (/л) другая последователь 
ность отображений }п-,6-+Н, принадлежащих классу 5. тоже рав
номерно сходящаяся к отображению /, и пусть )/(х0) — НтХДх^), 

л ►*
где '„(х) '/„(х). Повторяя вышеприведенные рассуждения, можно
показать, что для любого г^>0 и для достаточно большого п сущест
вуют окрестность точки х0, конечномерное подпространство /-՛
и число 2*>0 такие, что если х, у££7* и угол между вектором х—у 
и по (пространством/.* не меньше ”/2—2*, то одновременно выполня
ются оба соотношения: ||/(х) —/(у) —Хл(х0)(х—у)||^Е||х֊у||֊|֊е;

П/(А)-/(у)-<(х0)(х- у)||^։||х—у||֊Н,

из которых нетрудно заключить, что |/.л(х°) —> п(х0)| О при л -ос. 
т. е. /(Хо)=л'(хо).

Таким образом, каждое отображение / принадлежащее
Б, однозначным образом порождает действительную функцию, 
сопоставляющую точке х£(7 число >(х), которую и будем называть 
терминальной производной отображения / и обозначать через Мх)՛

260



Предложение 5. Терминальная производная Х/(х) отображе
ния / :(7 'Н, принадлежащего Б, обладает следующими свойствами:

I. Для всякой точки х0£О и для всякого е>0 существуют ок
рестность исО точки х0. конечномерное подпространство !.г~,Ц и 
число о>0 такие, что если х, у$и и угол между вектором х-у и 
подпространством А не меньше -/2—*>, то

И. Функция ՝!/(х) непрерывна на (7.
Рассмотрим произвольное открытое подмножество О прос

транства Н и множество Ф (<7) всех отображений / : С ■ //, при
надлежащих Б. Оказывается, что Ф(О) является линейным простран
ством, точнее, имеет место следующее утверждение.

Предложение 6. Если отображение /,£:(/ -// принадлежит 
Б, то и отображения Л=/ К и рЛ где ^—произвольное действи
тельное число, тоже принадлежат классу Б, причем выполнены соот
ношения М-И И 'тЛ Одля любой точки х^а.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

К Ա. ՄԻՐՋԱԱԱՆՑԱՆ
Հ|ւ|բերտ յան սւ ար ած nip յան Uipui|»iucpfni p |ուհներ|ւ ար inuiupuinl| Լրումների 

մի դասի հա ւոկո ipi n ւննԼրի մասին

Հո դվա ծ ր նվիրված Լ իրական սեպարաբել հիյբերտ յան տարածության 
ենթտբադմ ութ յունների անրնդհատ արտապա տկերսլմնևրի Վ. Գ I՝ ոլտ յան ս կ » ։ 
կողմից մ տւյված Խ դասի հ ե տ ա դո տ մ ան ր է դուսի սահմանում ր և նրա մի
շարր Հիմնական Հատկությունների ապացույցր պարունակում են ( )~ոլւ՛

ներկա Հոդվածում բերվում են 1> դասի մի բանի նոր հատկություններ, 
մասնավորապես նշվում Լ օրթո դ ոն ալ պրոյեկտմ ան օպերատորի lj դասին 
ւդ ատ կան ելոլթ յան անհրամե շտ և բավարար պա յմ անւ

Այստ եդ տրվում են նաև 5 դասի Լ> փ ակույթի սահմ անամր, UJjQ փա- 
կայթՒ^1 պատկանող արտապատկերման թերմինալ ածանցյալի ղաղափարր 1‘ 

նշվում այղ ածանցյալի անրնղՀատությոլնրւ

Л ИТЕРАТУРА - Д Г Ա Կ Ա Ն Ո Ւ 3 (I Ի Ն
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ры». М., 1959. » Л А Люстерник. В И. Соболев. Элементы функционального эп.».п1 
за. Изд. «Наука», М., 1965
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