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1. Система балансовых уравнений макроэкономики имеет вил:

х—Дл՛ | у. (I. 1)

где х—вектор валового выпуска продукции, у —вектор конечного 
выпуска, матрица Д={а<;|" неотрицательная, а(у —имеют смысл коэф
фициентов прямых затрат т’-ой продукции, в /-ой отрасли. Пред
полагается вполне продуктивность матрицы Д (’) и выполнение условий

/=!,..«. (1.2)
/-1

Агрегирование системы (I I) состоит, как известно (■ ՛). в постро
ении аналогичной системы размерности т(т<^п)

х=Ах-гу (1.3)

при помощи агрегирующих матриц С и I) порядков т п и ранга 
т, задающих линейные преобразования

х=Сх, у=Оу. (1.4)

При фиксированной (пассивной) матрице С, имеющей вид 
С=СвЛ <15)

О
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где С° а

о ... оо ... о ..

условие совместимости системы агрегирования (I. 3), (I. 4) есть
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(Ет—А)С=О(Еп—А).

Из (I. 6) следует

Ет-А=О(Еп֊А)С>,

(1.6)

(1.7)

где С‘ — псевдообратная матрица к С.
Необходимое и достаточное условие разрешимости матричного 

уравнения (1.6) относительно Ет — А имеет вид (5):

0(£„-А)(Ея֊С?С)=О. (1.8)

Уравнение (1.8) задает агрегирующую (активную) матрицу 
И. Такое агрегирование названо биматрнчным (л).

Определение. Назовем совместное агрегирование совершен
ным. если одновременно с (1.6) выполняется условие вполне продук 
тивности матрицы А. Требуется выполнение условий, аналогичных (1.2)

_ т_
чр^0 ~Чр^= I р, //=1 ... /л. (1.9)

Следует отметить, что попытки одноматричного агрегирования 
(С=£)) являются примером совершенного агрегирования, но условия 
Хатанака (*) выполняются для очень частного случая матрицы коэф
фициентов прямых затрат. Известно, что в общем случае ,рассчи
тывать на точное (совместное) решение проблемы агрегирования (од- 
иоматричного) не приходится* (•).

Цель данной работы —показать, что в биматрнчном случае су
ществует совершен ное агрегирование, и получить конструкцию ак
тивной матрицы />.

2. Для упрощения выкладок заметим, что в (л) вводится скелет
ное разложение матрицы Еп С'С:Г.п С С—ши и матрица 
и =(/:л Д)». Там самым (1.8) становится эквивалентным уравнению

Л)1Г=-0. (2. I)

где Г имеет порядок и (п—т) и ранг п-т, из которого находит
ся матрица 1) (■*). Уравнение (2.1) имеет неотрицательное частное 
решение, что следует из следующей леммы.

.1 е м м а. Матричное уравнение

Х(Еп А)(Е„ С'СМ

ичеет неотрицательное решение.
До казате л ьство. Очевидно, достаточно пэкашть неразре

шимость векторного неравенства (Ея — А)(Е„—С*С)«>0, где м—век
тор-столбец. Пусть существует вектор и, удовлетворяющий указан -
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ному неравенству, тогда (Еп-ОС)и есть п 
рины С (։), обозначаемое М(С)={? : Сх=О].

оекция и на ядро мат- 
Из того, что матрица С

агрегирующая, т. е. содержащая во всех столбцах один положите ль* 
8ный элемент, следует, что множество неотрицательных векто[ 

ядра А/(С) пусто. Одновременно, (£я-֊С+С)и>0, так как- матрица
Гп .4 монотонного вида. Полученное противоречие доказывает 
лемму.

Пусть агрегирующая матрица С имеет вид:

(1/Л • • • 1/Л 00 • • - 0' 
0 • • • 0 10- • -0

......................................
•••••••••••

\ о- • • о о о • • •ь
(2.2)

где Сц= • • • =й>= 1//г, С11 *֊։—1 (/=2 • • • п, т=п -к-\֊ I), а осталь
ные элементы матрицы С нулевые. Без ограничения общности здесь 
принято, что “агрегирующем“ является первая строка.

При агрегировании матрицей С вида (2.2) имеет место следу
ющая основная теорема.

Теорема. Если объединяются только несколько отраслей 
в одну, то при ло5о1 игтрще коэффициентов прямых затрат 
существует неотрицател1 ноя агрегирующая матрица О* с 
условиями

п
/=1 т,

задающая совершенное агрегирование.
Доказательство. Покажем, что при /9 =57), выполняются

необходимые и достаточные условия вполне продуктивности матрицы 
Л (’), где 0={<6/|(Л=1 ...т, /=!...«) отмеченное выше решение 
матричного уравнения (2.1), а 5- невырожденная матрица порядка 

имеющая вид

=шах • т0

Учитывая вид матриц С и С , матрицу Ч можно представшь 
следующим образом

(2.4)
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где А*;} —подматрица матрицы Л, лежащая на пересечении первых 
к- 1 столбцов и строк, а А*՜1—первых Л —I столбцов и последних

т строк; ^*=(£0։ VI*) т где
У- ։

41 )г*-|Д •

а 1 ...*); наконец /-вектор-строка, состоящая из
единиц. Из соотношения (2.4) замечая, что первые к I строк 
линейно независимы, можно выписать матрицу Г) в следующем блоч
ном виде:

П=(-1Г„,. £я). (2.5)

где И* ։ —матрица. составленная из первых £—1 строк, а Мт —из
последних т к матрицы И'7. Очевидно, что /)* есть иеотрицатель-
нос решение уравнения (2. 1), так как первая строка матрицы /) не
отрицательна.

Покажем неотрицательность элементов первого столбца матрицы 
Л, откуда, учитывая очевидную цепочку неравенств

к
• и I Ур »֊| |(1 ։ /.♦*-։),

I- I

(Р 2... т)

будет следовать, что и агг,^0 (р=2 ... т). Неотрицательность осталь
ных неднагоналъных элементов матрицы А и элемента а1։ будет 
вытекать из структуры матрицы £)* и уравнения (1.7).

Вводя обозначение 5* ։)г, элемент аЯ| (р=2...т)
можно представить

(2.6)

где «,-/-ая строка матрицы V/ (Г Л, р /?-1). 
Пусть

։/о

тогда, после постановки этого выражения в (2.6), покажем неравен
ства:

йГ։>0 (р=2 • • • т).

Обозначая /п-ый столбец матрицы £> । А*՜} через ։. л через 
7=( ,։... >-1)г-»(£,..|—А*;»)-1 (ЛГ|* ... аи :*)г и применяя формулу 
Шермана-Моррисона, после несложных преобразований имеем:

(^р « I I . . . Ир »*_ |,« |) а | 1 —. . . О»к-|)| I (2.7)
(«*|,,. а** |)։|Ор4*-1.*4-(ар+м-։.։ ... •» ։)'{Ь
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Так как все элементы правой части (2.7) положительны, а 7,<1 
(/=«1 ... А—1), то правая часть (2.7) неотрицательна. Условие 
л
^/=1(/ = 1 ... я»), а значит и (1.9), следует из того, чго общее 

решение уравнения (2.1) ранга т имеет вид /О, где /֊произволь
ная невырожденная матрица порядка т т.

Наконец, для строк матрицы А с суммой, равной единице, из 
(1.7), (2.3) и (2.5) следует, чго они содержат хотя бы одни, отличный 
от нуля, элемент левее диагонали. Теорема доказана.

Замечание 1. Аналогичная теорема имеет место для системы 
линейных балансовых уравнений двойственной системе (I), т. е. с 
условиями

1 /«!.... л,
~1

но с агрегирующей (невзвешепной) матрицей С вила:

где С։|=...С|>=1, с,7^-1в1. («=2...Я1, т=п-к И), а остальные 
элементы матрицы С нулевые.

Замена и и е 2. I ктрудно видеть (’), что матрица О составлена 
из т (определенных!) квззнеднннчных крайних векторов конуса 
неотрицательных решений векторного уравнения х(Е„ А)(Еп С+С)= 
֊0.

Замечание 3. Матрица Л' может быть выбрала из условия 
Су = АТ)'у, у^.

Последовательно применяя теоремы, можно утверждать, что 
совершенное агрегирование систем линейных балансовых уравнений 
существует и для произвольного средневзвешенного и, соответствен
но, невзвешенного агрегирования.

Армянский научно-нсследовательсм1н институт энергетики

Ա. Ա Ո1Լ1»Ա£1ԼՆՅԱՆ
Դծային բալանսային նավասարքումների սիստեմների կ 

ա<լր եէյացո ւմ

սւտար |Ш|

Աշխատանքում մտցվում է գծային րալանսային . ա վս։</ար ։ //
սիստեմների կատարյայ աղրեղա ցմ ան Հ աս կացու ք1 յուն ր Յույց Լ արվ՛՛՛ , /
Համատեղության պայմանին րավարարող մատրիցան կարեյի է ղտնեյ ոշ 
է՚ացասական մատրիցաների ղասից՛



եր կմ ատ րի ցանի կատար յալ ագրեէքացման սիստեմի

գոքությունր' Ուղղակի ծախսերի գործակիցների 
գեսլքում։ Բերվում է ոչ բացասական ագրեգացնող {ցանկացած մատրիցայի

ակտիվ մատրիցայի կ ա-
ոոլցման արդյունավետ ալգորիթմր։
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