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I. В 1922 г. Л. II. Колмогоровым (’) было доказано существо
вание суммируемой на |0. 2~| функции, ряд Фурье которой по три
гонометрической системе расходится почти всюду на [О, 2~|. Вместе 
с тем имеет место следующая

Теорема Л (Д. Е. Меньшов (*)). Пусть /{х)—любая сумми
руемая на [0, 2՜] функция и (4—любое совершенное нигде не плот
ное множество на [О, 2п|. Тогда можно найти такую суммируе
мую функцию £(х), что

£(х)=/(х) на Չ

и ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится почти 
всюду.

Далее. Марцинкевич ((3), стр. 358-364) доказал, что сущест
вуют функция /о(лК//|0, "|, для всех р. 1</т<^6/5 и перестановка 
натуральных чисел {՝*(/’)/»_! такие, что любая подпоследовательность 
частичных сумм ряда Фурье функции /0(л), п0 системе (со8*(£)а Д։ 
расходится почти всюду на (0, —

В связи с этим естественно поставить следующий вопрос: воз
можно ли любую суммируемую функцию изменить вне заданного 
нигде не плотного множества (4 так, чтобы некоторая подпоследова
тельность частичных сумм, ряда Фурье вновь полученной функции 
Л'(л) по системе |со$՝<’(#).г|* , сходилась почти всюду на |0, г|? По
ложительный отпет пл этот вопрос получается из еле гующей теоре
мы.

Теорема I. Пусть |<£„(л)}“ полная в /?|О. 1|. ортонормиро- 
ванная система функций, каждая ил которых может иметь лишь 
конечное число точек разрыва. Тогда для любого совершенного ни
где не плотного множества Ц и любой суммируемой функции 
/(л), существует суммируемая функция /\х), такая, что / (л)

203



=/(х) на Ц и некоторая подпоследовательность частичных сумм 
ряда Фурье функции Г(х), по системе |?л(х)|^։ сходилась к ней 
почти всюду и в метрике 2.։(0» 1].

Доказательство теоремы I основано на следующей лемме.
Лемма 1. Пусть функции /(х), <р։(х), ..<рЛ-(х) определены 

на отрезке Л, причем каждая из них имеет лишь конечное число 
точек разрыва. ’ ; ^'4

Тогда для любого совершенного нигде не плотного множества 
ф—.А существует ограниченная функция Г(х) такая, что

I) Л(х)=/(х) на (),

2) (^(х) • ?Л(х)с(х = 0 при А=1, 2.........Аг,

3) (|А(л)|</.г<3(|/(х)|</л-. 
А А

II. Как известно, до сих пор остается нерешенной следующая 
задача: сходится ли в метрике !.?, 0<^р<^I, или хотя бы по мере, 
двойной ряд Фурье любой суммируемой функции ((*), стр. 34).

R связи с этим естественно рассматривать вопрос о сходимости 
двойных рядов Фурье суммируемых функций /(х, у) н зависимости 
от изменения их значений вне заданного совершенного нигде не 
плотного множества. Неизвестно, верен ли аналог теоремы Л для 
двойных рядов сходимости почти всюду (по Припгсхейму по сферам 
или же по квадратам). : 4 \ :

Тем не менее, рассматривая аналогичный вопрос при требовании 
сходимости в метрике /Л 0<р<1, двойного ряда, можно установить 
следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть (?/С|0, 2-|, г = 1, 2. совершенные ни
где не плотные множества.

Тогда для любой суммируемой на Т = [О, 2к] X (0, 2»| функции 
/(х. у) можно определить суммируемую на Т функцию Т(х, у) та
кую, что ’

У) « /(■*, У) «а

двойной ряд Фурье функции Т(х, у) сходится к ней по Прингсхей- 
му в метрике 1~Р\Т\, 0<р<|, те.

Нт || *>„,„| / Г(х, у) 
п. т - зо

= 0, 0<р<|.

гое 5,,,,,!/ | прямоугольные частичные суммы двойного ряда Фурье 
функции / (х. у). . ’

Теорема 3. Пусть /(х, у)—любая суммируемая функция и 
ЦсП՝ = |0. 2гг] х |0, 2-| — любое совершенное нигде не плотное мно
жество. Тогда можно определить суммируемую функцию Т(х, у) 
такую, что Т(х. у) =ж/(х, у) на (] и двойной ряд Фурье функции 
А'(х,у) сходится к ней по квадратам в метрике / Р|Т|. , т е.
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llm||Srt.|F] A’(x, y)|| =n. 0</7<l,

где квадратичные частные суммы двойного ряда Фурье
функции Т\х, у)

При доказательстве теоремы 2 используется лемма I. Основным 
средством для доказательства теоремы 3 является еле тующая

Лемма 2. Пусть даны квадрат Д = |л,Ь| х |<л (1\ ~Т, совершен
ное нигде нс плотное множество ()сЬ. натуральное' число V, 
действительное число т / 0 и положительное число е^>9.

Тогда существует ограниченная функция ^(х, у) такая, что

В ?(х, У) =
7 при (х, y)£Q 
О при (х, у)։ А

2) 5!1т(*. у)\dxdy 2 и • |Д| 
А

3) |5пя,|?ц<е; и, гп^.\\ (х, у)£Т

4) fflS^MI^dy А(р) • |-,| • |Д|, 0<р< 1, п, т = 1. 2 ...

где Л(р)—константа, зависящая только от р.
Хотя неизвестно, сходится ли двойной ряд Фурье суммируемой 

функции в метрике lf>, но тем не менее оказываете։, что
функции пространства Z./'|0, 11X |0, 1|, 0 р<\ представляются двой
ными тригонометрическими рядами.

Более того справедлива следующая
Тсорс м а 4. Пусть баше пространства £?(0, 1|.

Тогда для любой функции /(х, у)£/>’|0. I| |0, 1|. 0<p<ZI 
существует ряд

«*/?*(■*) • <Р/(У).

который сходится к /(х, у)е метрике />’|0. 1| <|0, 11, 0<Ср<П л<> 
Прингсхейму, т.е.

Ilin
/».П1 «• w

и О

«.»^(-v)‘P/(y)-/(-V. У) dxdy = O, (XX1-

Эта теорема является двумерным аналогом теоремы \. А. 1алалян;.՝ 
С).

III. В работе (*) А. А. Талаляном была установлена следующая
Теорема В (А. А. Тала.։ял). Пусть -система функ

ций, определенных на измеримом множестве G —10,1| и образующих 
нормированный базис в пространстве l.r(G), р I. Тогда для любой 
измеримой функции Т(х), определенной на множестве G, сущест
вует ряд

^ап^я(х) (ап—действительные числа),



обладающий следующими свойствами:
I) если обозначить через Д множество тех точек из (/, гое Е(х} 

конечна. то на множестве Д ряд (1) асимптотически сходится 
к Е(х) в метрике 1У\ т. е. для любого ։>0 существует множество

Д такое, что тезД.^тезД—։ и Нт \dx~O,

а на множестве G Д этот ряд сходится к F(x) по мере:

Нтая 0. 
п ► *•

Г. Гофман и Р. Зннг опираясь на лемму 3 работы (”) Л. Л. 
Талаляна, доказали следующую теорему.

Теорема С. Пусть {<Ы*)**., — базис пространства /^|о, 1|, 
для всех р,р>\, inf || II р>0.

Тогда для любой измеримой функции, F(x, у), определенной на 
|0, 1| [0, 1|. существует ряд \ ;

М- I

обладающий следующими свойствами:
I) если обозначить через Е множество тех точек из Т=|0,1] |0,1|, 

где F(x, у) конечна, то на множестве Е ряд (2) асимптотически 
сходится к F(x, у) в метрике L\T) по Принге сейму, а множестве 
Т Е этот ряд сходится к F(x, у) по мере

2) lim огят=О.
П *71 - г

Эта теорема не является полным двумерным аналогом теоремы В, 
так как в ее формулировке асимптотическая сходимость имеет место 
только в метрике /А

Основываясь на лемму 1 работы (Л) А. Л. Талаляна, можно дока
зать следующую теорему, являющуюся усилением теоремы С.

Теорема 5. Пусть |?л(-с)|’_։ есть нормированный бэзис про
странства LP(G), /С>1. О'С[0, 1|, mes0>0.

Тогда для любой измеримой функции F(x, у), определенной на 
множестве GxG, существует ряд

£ Си (у) 
՛<• I — I

(3)

обладающий следующими свойствами:
1) если обозначить через Е множество тех точек из И Сх(Е 

где / (х, у) конечна, то на Е ряд (3) по Прингсхсйму асимпто
тически сходится к Е(х, у) в метрике 1.р{Н), р">\, а на Н Е этот 
ряд сходится по мере

llm Chi — G. 
hl^x

2)
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Замечание. Теоремы 2 и 3 верны для//-кратных тригоно
метрических рядов, а также для кратных рядов по системе Уолша.

В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, пол ру
ководством которого выполнена настоящая работа.
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V. ծ. ԴՐԻԴՈքՅԱՆ
11 ր կ Ci in l| ի տարրերի /./’(О, 1| |0. I |, О թ < I, մնա րի կսւ յ ni|

<| m qiuiljiuini p յան մասին

մ են հեՍրելւսլ քժ ե ո րե մ*նե ր ր
Թեորեմ 1. 1;Բև {?я(х))" ։-ջ. ճ։|0,1]-ում ||փւ|. |'ШЯЬ 1'”9և 4և1'՜

չավոր pt|nt] խզման կետեր ունեցող, <>րլ>ոնորմա| ֆունկցիաների Տամա* 
կտրց I. ապա ցանկացած ինտեղրե|ի ֆունկցիա տրված ամենուրեք նոսր 
րազմությունից rpitpu կարելի I. փոխե| այնպես, որ նոր ստացված ֆունկ֊ 
ցիայի Ֆուրյեի չարրի (րսսւ фл(Х), ճամսւկարցի) մասնակի ղումարների 
որևէ ենթանաջորցւսկանու թյուն £’|0, 1] մետրիկայով ղուցամիտի իրեն:

Թեորեմ 2. եթե Q/C|0.2t:| (1=1,2) և QCf= [0. 2-] J0, 2"| 
ամենուրեք նոսր կատարյալ րազմու թ յու ններ են. ապա ցանկացած /(.V, V) 
ինտեցրելի ֆունկցիայի ճամար կարելի I. ցանել /’(л*. у) և <?(Х. у) ինւոե- 
ցրե|ի ֆունկցիաներ» այնպես որ՝

1. F(x, у)=/(х, у), Ьрр (X, y)CA/-Q|XQ։; у) = /(х,у). ЬРГ 
(-*. y»€Q-

л С i *1 fl
dxdy-^O, llm ձՀփ/j —<7(х, у) dxdy —

ո՝*յ յ
2. I Ini

mn - ®

= 0, 0 ^<1.
Թևորեմ 3. bpb ^-р|0. I|. uuupudntpjfti նում յ՛ա֊

զիս էյ ապա՝
1- (<Рл(-*՜) • ?/(у)} (Հ/=1,2.. ) կրկնակի նամակ այպը հտնդիսանո. մ՜ 

I. /У'|0.1|Х|0.1|.0<^<| uiiupiuAnipjtnQ համար ներկայացման համակարգ:
2. Համարյա ամենւսրեր վեր?աւ|որ ցանկացած չափևփ Z(X.y) ֆոէնկ 

ցիայի համար gnjntpjniO ունի ^ам?*(Х)?/(у) 2ll,PPD’ П1'Р / 1И< И P,l|. 
р^>\ մեսւրիկայո»! ւսււիմպսւոսւիկ g nt ցսւմիսաւ մ I. իրեն:
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