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Задача Дирихле для слабо связанных эллиптических систем 
дифференциальных уравнений второго порядка с двумя независимыми 

переменными

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р А Александрином 7/11 1979)

Пусть /> односвязная область, ограниченная аналитической кри­
вой Г. В работе рассматривается следующая задача.

Задача Дирихле. Найти н области I) дважды непрерывно диф­
ференцируемое решение слабо связанной эллиптической системы 
дифференциальных уравнений 

£(!/)-Ли^Ви^ + Сиу, ' а(х, уЬ(х. у)иу+е(х. уНУ- О, (1) 

непрерывное в замкнутой области I) | Г и удовлетворяющее гранич­
ному условиюи А | •

у)/г=/(х, у), (2)

где Д, /?, С, а(х, у), Ь(х, у) и с(х, у) вещественные квадратные мат­
рицы и го порядка, /(л, у) = |/։(л, у)....... /Л(л, у)|, заданная на Г
вещественная вектор-функция, а О(х, у) — {Ц(л, у)........(7п(х, у)} —
искомое решение.

Предполагается, что А, Н и С—постоянные матрицы, а(х, у)£ 
I), Ь(х, у)£С\(П-гГ), с(л,у)£С«(Л) Г), а вектор-функция 

/(х, уКС(Г).
Система (1) называется слабо связанной, если система

А^хх՜ М13лу4 С1 уу—О (3)
является слабо связанной.

Понятие слабой связанности системы (3) дано в монографии Л. 
В. Вицадзе ('). .

I’» случае, когда /(л, у)(;С«(Г), а решение I (х, у) ищется в 
классе (А(1)•< 1 ), задача (1)—(2) исследована в монографии (։).

Наряду с задачей (I)—(2) рассмотрим также сопряженную од­
нородную за та чу Дирихле.

19К



Сопряженная задача Дирихле. Найти в области О дважды не­
прерывно дифференцируемое решение эллиптической системы диф­
ференциальных уравнений

£*(!/)= \'ууС֊(У • а(х, у))х- (I/ • Ь(х, у))у-г
1/• с(х, у) = 0, (4)

удовлетворяющее граничному условию

Vz(x. у)/г=О,
(5)

где Их, у) = 1И(х, у). .. •, Ия(х, у)КС։(О+Г).

В настоящей работе доказаны следующие теоремы.
Теорема 1. Числа линейно независимых решений оснородной 

задачи (1)—(2) и (4)—(5) конечны и равны.
Теорема 2. Для разрешимости задачи (1) —(2) необходимо и 

достаточно, чтобы /(х, у) удовлетворяю следующим условиям

Г^/
J дК 
1

Л Л Л . Л
Лсо82(Л/,х) фв.^Л'.х) • соз (.У,у) + Ссоз’(.У,у)] Д х, у)<18 = 0,

(6)
где «ру(х, у), т) линейно независимые решения задачи

(4)-(5), а
014

производные по нормали.

Теорема 3. Если выполнены условия (6), то частное реше­
ние задачи (1)—(2) дается формулой

^(х. у)= ' И*.г = х-1у. I = ; 
г

(7)

где /\(г, ()- некоторая квадратная матрица порядка п. причем 
и(х, у) и элементы Ьц матрицы К(х, /) удовлетворяют оценкам

|£/(х, у)| | | К{2, шах |/(/)| (8)
и

!*//(*• 01 < (9)

В случае, когда /(х, у)£СДГ) н решение задачи (В —(2), £/(х, у) 
ищется в классе СД/Э Г), теоремы 1 и 2 получены в работах (’) и (’). 
В этих работах задача (I) (2) приведена к сингулярному интеграль­
ному уравнению нормального типа в классах Гёль дер а.

В наших предположениях не удается задачу (1) (2) непосред­
ственно привести к сингулярным интегральным уравнениям. Иссле ю- 
вания проводятся по следующей схеме.

Пусть а(х, у) — Ь(х, у) = с(х, у) =0. В предположении, когда 
/(х.уКСв(Г) и удовлетворяет условию (6) по методам (’) и (’), 
строится некоторое частное решение, которое удовлетворяет оценке
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(8) В дальнейшем, используя оценку (8), Доказывается, что условие 
(6) является необходимым н достаточным для разрешимости задачи 
(I) —(2), при этом построенное решение является частным решением 
и в том случае, когда /(л, уКС(Г). Общий случай доказательства 
теорем (1)—13) приводится к этому случаю следующим образом.

Обозначим через £0(Г) и / V) операторы

{.0(\') = А1\л֊ВУхуАСУуу. (Ю)

/->( I ) = а(х. у) Ь(х, у) 1'уН с(х, у) V', (11)

где Г(л\ У) = у)........ъп(х, у)|.
Ясно, что систему (I) можно написать в виде

/ 0(6Э ]-/.։( Г) = 0.

Рассмотрим уравнение

/-о( К (*, у)) = £( V, у),

(12)

(13)

где £(л*. у) непрерывна в О-Г и удовлетворяет условию Гельдера в 
любой подобласти 1)0 области I), а II (л*. у) — | у)...... Н’'л(^У)1
искомое пешенпе.

Пусть <р(х, у) квадратная матрица л-го порядка, являющаяся 
фундаментальным решением системы (13). Тогда частное решение 
системы (13) дается формулой (см. (։))

R*. У) - ()>(*-:, У֊*Ш т9)бс(Ч (14)

В классе С*(О)Г|С(I) Г) рассмотрим оператор

Л1((7) — жл-;, у-*,)л(;. т.)) |- — (?(х—' У '.))֊

*(*-?, У - ▼тИ։. '<) I '(с. т,)3? <|ть

Применяя формулу Грина, получим

«(■=. Ч)~^ *(; ч)՛^—: С1-. г,)Р(;. ч) 

О; От,

(16)

т,)|со$( V 7,)|/.'(;, Г Л ЦСУ).

где Л внешняя нормаль к границе Г в точке интегрирования (;, /,).
Ясно, что контурный интеграл в припои части (16) в области /) 

удовлетворяет уравнению Ао(1/)_0, а левая часть, согласно форму­
ле (II), удовлетворяет уравнению

1 о( И Щ с, у), (.г, у КО, (17)
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ГДе
£(*. У) = -«(*. у)Мс֊^(*. У)^у—с(х, у)1/(х, у) ֊/.,((7). (18}

Следовательно, применяя к обеим частям (16) оператор А0։ по­
лучим

у)) = 1.0'М(и)), (х, у)СЛ. (19)

Согласно соотношению (19) систему (12) (т. е. систему (1)) можно 
написать в виде

А։^֊М’))-О. (20)
Отсюда получим

и-М(С)^ У(х.у), (21)
где У( д', у) = ’^.(л*, у)....... у)| является решением однород­
ной системы

ЛИхжН-ВИху4 0^уу = 0. (22)
Так как Щх, у) принадлежит классу С2(Л))']С(О ՛ I ), то из (21) сле­
дует, что у) также принадлежит этому классу.

Учитывая равенство (21). граничное условие (2) можно написать 
в виде

1'(л, У) — У)֊Л1(6’(л\ у)) при (.г, у)£Г. (23)
Так как /(д'. у)(С(Г) и Ъ'(х, у)£С\[))с\С([) Г), то правая часть (23) 
принадлежит классу С(Г). Решим задачу (22)—(23) относительно 
вектор-функцни У(Д‘, у). Используя теоремы 2 и 3 при а(х, у) = 
= Ь(х, у) — с(х, у) = 0. имеем, что задача (22)— (23) относительно 
»'(-<. у) имеет решение тогда и только тогда, когда

I |/(х, у)-М(Щх, у))1>;(х, у)<15=0, (у = 1....... т), (24)
Г

где '^(д՜, у)—некоторые //-мерные вектор-фупкции из класса С(Г). 
Если выполнены условия (24), то решение задачи (22) (23) дается 
формулой

И(х, у) = (А'(г, ',)(/(:)-М(^))б5Н у). (25)
Г ]• I

где А(г, ՛.) некоторая бесконечно дифференцируемая квадратная 
матрица л-го порядка при (х, у)(Л и ^Г: т»։....... г՝т линейно неза­
висимые решения однородной задачи £0( V') = 0 в И, Г(х, у)/г = 0, а 
г։....... ст произвольные действительные постоянные. Подставляя зна­
чение У(х, у) из (25) в (21). получим

и(х,у) = М(и)— | А'(г, ’,)Л1(к)118 ( Са'(^. -)/С)<18 ! £о®/(^ У> 
г Г ]՜’

(х. у)еа (26) 
Из (15) и (9) следует, что уравнение (26) можно написать п виде

Щх, у) - ( ^А'и(г, '.)Ц'.)<1: <ЬН |л'(л ’0/(:)<18 А (‘27)

г
где А’։|(гу,) некоторая квадратная матрица л-го порядка, элементы 
которой, дважды непрерывно дифференцируемые по ?, при : *. и 
удовлетворяют оценке (9).
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Ясно, что задача (1)—(2) эквивалентна уравнению (27) с усло­
виями (24). Легко показать, что любое решение уравнения (27) в 
классе С(О-|-Г) внутри области О дважды дифференцируемо, поэто­
му уравнение (27) можно решить в классе С(О֊!֊Г). У равнение (27) 
относительно вектор-фуикцни 4/(х, у) в классе С(О֊|֊Г) является ин­
тегральным уравнением Фредгольма второго рола. Решая уравнение 
Фредгольма (27) с условиями (24). тем самым получим решение за­
дачи (1)-(2) и утверждение теоремы (1) —(3).

В заключение выражаю глубокую признательность моему науч­
ному руководителю, И. Е. Товмасяну за постановку задачи и посто­
янное внимание при ее выполнении.

Ереванский политехнический институт 
им. К Маркса

է Պ <1ԽԼԻ4'МЪР֊Л Ui.

Դիրի|ս|եի |uGr||iГц բույլ կաս|ակցւ|ած, երկրորդ կար դի երկու անկախփ и վւ и խ ա կ ա ն ն 1.1՛ րո| էլ խդ in ի կ դիֆերենցիալ հաւ| ասարումների համակարգի
1'ւսւմար

Աշխատանքում ղիտ արկվում է հետևյալ եէյրային խնրլիրր. րլտնել միա. 
կապ [) տիրույթում, որր и ահ մ ան տ փ ա կված Լ Г անալիտիկ կորով
1ՀՍ) AUXX \-BUXy + CUyy+a(x, y)Ux+b(x, y)Uv \-c(x, y)U{x, у) = Ո 

աոարումների \ւսմ uilfutpif ի երկու անպամ անրնդ֊ 
հատ ղիֆերևնյյևյի U(X, у) /««ԺՈէմր, որր ր»սվարծսրոԼ•/ 4 t/(x, y)/r = <(х, у) 
ե^րէսւ1ւն ւսնին, սրսւեղ Д, /?. C— чип tn lumm ն. /,„/,՝ п(лг, у), b(x. V) ե
С(Л\ у) մսււորիցնևր են, fAjrj որում'
а(х,у), ^(x, y)£C«(D-j-Г), C(x, y),№(D+D, /(x, уКС(Г). U(x. y)£ 
€С։(Ж|С(/9+Г):
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