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МАТЕМАТИКА

Л. В. Микаелян

Асимптотическое поведение детерминантов Фредгольма усеченных 
интегральных операторов с матричными ядрами, зависящими от 

разности аргументов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном З/ХП 1978)

Рассмотрим интегральное уравнение
Г

f(t)+^K(t-s)/(s)ds=g(t) (ՕՀէ^ր, (Х?< ՚ ), 

О
(I)

где A'(OM^/(O||fy_։( ՛ ) -заданная матрица-функция, g(t) =
= —заданная, а /(0={/)U)}".։—искомая вектор-функцни.
Применяя способ, предложенный Фредгольмом, легко видеть, что 
эта система эквивалентна следующему скалярному уравнению

որ
F(t)+>^Kr(t, s)F(s)ds~G(t) (O^t^nr)-,

О

(2)

здесь (у—1)г), О(О=^({—(у 1)г) при (;— 1)г</</г, а
А,(/. $)=*.,(*-(*-О'՜-«+(/-ОН при (/-1)г 1<1г, (у- 1)г^</г 
(/,/=1,2........л).

Для этого уравнения, при определенных условиях, обычным 
образом определяется детерминант Фредгольма

где

МА7/)=1 Ճ
Կ-1

о

/Տ| 
\ձ1

(3)

՚ sk '

^)ժտ,. ■ ds*.

—символ Фредгольма.
Так как спектры системы (I) и уравнения (2) совпадают, то ес

тественно назвать детерминантом Фредгольма системы (I) /9(АГ, X), 
который здесь обозначается через /Л(А, X).
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В этой заметке изучается асимптотическое поведение Г)Г(К,>.) 
при г -оо. Тем самым рассматривается континуальный аналог за
дачи о поведении детерминанта блочно-теплицевой матрицы 
ЦС-Д*, । "Р‘։ где С/(/=0, 1, ±2,...)—некоторые матрицы
фиксированного порядка п.

Последней задачей, в скалярном случае, когда С/ являются 
коэффициентами Фурье положительной функции /*(/), впервые зани
мался Г. Сеге (’). Позже уточнению и обобщению результатов Г. 
Сеге было посвящено много работ: М. Г. Крейн (’), Хирш май (’), 
Девннатц (*), Я. Л. Геронимус (’), Б. Л. Голинский и И. Л. 
Ибрагимов (*) н др.

В случае, когда коэффициенты Фурье матрицы-функции с(/), 
вопрос о нахождении асимптотики для (1е1\\с, при к -*оо был 
рассмотрен Боуерсом (’), Уидомом и др.

В скалярном случае использованием георетико-вероятностных 
методов континуальные аналоги теорем Г. Сеге впервые были 
обнаружены М. Кацем (’). Другие результаты в этом направлении 
были получены Н. П. Ахнезером (։о), Хиршманом (3), В. Н. Соле
вым (1։).

Некоторые результаты по континуальным аналогам теорем Г. 
Сеге для матричного случая приведены в работах И. Ю. Линика 
(”) и автора (։з).

1° Введем необходимые обозначения и изложим некоторые
известные и вспомогательные предложения.

Пусть —банахово пространство матриц-функций Ф(0=
=Н?‘ЛО1|" -։ с элементами из Л։(—оо.оо) и с нормой

4 X

Нетрудно проверить, что множество
допускающих представление

♦ *

Ф(М = Сф4- Ф(0^“
• X

всех матриц-функций.

(4)

где Сф =110/11," _։ —некоторая постоянная матрица, Ф(0 €: £՝я։хл>, 
является банаховой алгеброй относительно поточечного умножения 
с нормой

1|Ф(М|НСф|+|Ф|;

здесь |Сф|
Л

= —1^ф1- Обозначим эту алгебру через Определим
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подалгебру алгебры следующим образом:

Фр )£/?* + *') (Ф(М€*’)» если в представлении (4) Ф(/)=0 при 
<0 (С>0).

Через £<$' обозначим гильбертово пространство п-мерных 
иектор-функций, определенных на полуоси (0, те) со скалярным 
произведением

(/. г)=|г’(0Л0Л-

Если

А (^) — Лг4՜ А(/)^"^ -'՜/?՛" Ч

то в пространстве А,я) определим следующие операторы, ассоции
рованные с Х(> ):

?(А)/ = /(/)4-^ Х(/ $)/($М$ (Ог^/<те), 

о
(5)

//(/(•)/= «Х<<во».
о

('>>

а также операторы

/(О, 
о,

если /£|0. г) 
если 1{(г, те),

(Л/)(0-[

/(г—։), если
0, если

^|0. <1
<»)•

Легко проверить, что

Л А\ А,) - Л А\) Л А',)=Л/( А',) /У( А,).

7ДХ։Х1)-7՝г(Л։)Гг(А;)=*РгН(К։)^Га;)Рг

"4՜ X

здесь Гг(Х)=РгГ(Х)Рг, а I А(-Г)^м^-

(7)

(8)

Рассмотрим множество К’лХЯ\ состоящее из тех матрнц-функ 
ций Ф(>)(/?1яхл>, для которых конечна величина
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Если эту величину принять за норму, то из работы М. Г. Крейна (•) 
следует, что является банаховой алгеброй.

Известно, что если А(/)£К,',ХЯ), то операторы Н(К) и Н(К) яв
ляются операторами Гильберта— Шмидта (и).

Отметим две леммы, полезные в дальнейшем. 
Пусть задано векторное интегральное уравнение

Г 

г (0-н- ку, (9)
о

Для этого уравнения определим детерминант Фредгольма £>Г(А', X) 
как (3), принимая в нем

Ку, 5)=к.у-(1—{)г, $-(/-1)г)((/֊1)г<Д</г, (/— 1)г^</г),

(/, /=1, 2,..., л), где К(К $)=|1М*.

Справедлива следующая лемма.
.1 е м м а 1. Если в уравнении 

при £>$ или тогда
(9) матрица-функция К(ф, $) = 0

Г , • 
Е)Г(К, Х)=ехр|> I врА($, $)</$].

о
Кроме этой леммы нам понадобится еще
Лемма 2. Если матрица-функция

4 •
А'(/.)=/я+уА(/)е<х,Л € /?(яХя> 

_ э*

допускает факторизацию

о 0[ Л <//=(/„+ \ К (/"+[

где матрицы-функции
л л
КУ) и Ку) непрерывны в нуле, тогда

$р!АД (ОН А_(О)]=Нт 
г-»- 1пбе»А'(/ )сЬ.

• Если 4- Но«/Н"у_։. то |Л|։-
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2 Пусть
•г X

К(к)«/Я+ (А(/)е'"^С А"ял"‘

— я®

обратим в этой алгебре. Обратное к нему обозначим через

л
(ЛХЯ).

Операторы Т(К~1) и Н(К՜') определяются равенствами (5) и (6) за- 
л л

меной в них матрицы-функции А'(0 на К°(/).
л

Обозначим через ОГ(Л') = £Г(ЛГ, 1).
Теорема 1. Если

#().)=/„+ у К(ве‘" Щ К'»• -> 

—

допускает факторизацию

К,(Ое‘и<И )(/„ + р.(/)е«'Л ), (10)

Л
причем /С*}(Х)€К'***», матрицы-функции К (!) непрерывны в ну
ле и ограничены в каждом конечном интервале, тогда

11т =<1е1|Г(Л-)Г(А'-')|.
|0(А)|'

где

(7(А) = ехр
т

Нт — (7 1-^֊ )|п(1е«А(> )</<
г.-2*Л т)-1

Доказательство: Из (10) следует, что 
Л'(К)^»(Х)-А\ (X).

Применяя равенство (8) и учитывая, что Л/(А ’) 0, имеем

Тг(К+)-Тг(К)Тг(К^) = Рг^^Н(К_1)Рг.

а значит

Л(А.)Гг(Х;')֊Гг(А)7-МЛ:1)МА-,') = ^МЛ)«(А2')/։г7ДЛ;'). ЦП

Из (8) нетрудно заметить, что
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так^так^~рг. так->гг(Кг՝)-рг. (12)

Поэтому (11) примет слелук>щи1| вид:

ГДЮТД/С;')ТИ<7*) Рг-Рг^ЮН^РгТАК-'). (13)

Как отмечалось выше, при условиях теоремы, операторы Н(К) и 

А/(А'~։) являются операторами Гильберта —Шмидта. Значит второй 
член правой части (13) является ядерным оператором. В этом случае 
(։<) детерминант Фредгольма правой части (13) совпадает с выражением

йе1|Рг-Рг//(А')Н(А'=։)РгГг(^1)|։=П(1-ХДг)),

где >/(г)-собственные числа оператора Р,/У(А)А/( А”2։)Рг Л( А՜1)֊
Принимая во внимание, что детерминант Фредгольма от интег

рального оператора, стоящего в левой части равенства (13), в точке 
>.= 1 равняется величине ОДАЭ/ЭДА^ОДА'՜’), имеем

О,(АЭа(А֊։ИМА',|)=ие1|Я-Я//(АЭ/У(Л'1։)ЛЛ(Л:֊։)1. (14)

Учитывая, что А^ДА';1) —|/Л(А'1)|՜’. (14) можно переписать в виде

֊-^Ь—=Че(|Л-Р,Н(К)Н(Л7‘)Л Г,(К;>)|. (15)
+ )/>г(Л — ) *” *

По лемме 1
Г

/Л(К։) = ехр ( | 5рА”±($—$)</$ [ =ехр(г8рК’։(0)|.

Поэтому по лемме 2 можно утверждать, что знаменатель в левой 
части формулы (15) равняется (О(А))Г.

Значит (15) запишется в виде:

|О(К)|'
^\\Рг֊РгН(К)Н(к֊_х)РгТг(К-г)].

Очевидно, что Рг^1 при г^оо в сильном смысле, где /—тож
дественный оператор в ир. Поэтому

Р,//(К)Н(К1։)ЯЛ(Кг։)-*//(К)Н(К1|)7’(К;։)

в ядерной метрике. Так что имеем

Нт РГ(К\ _ 
|0(А)]'

(1е1(/-/7(А')//(Аз։)Г(К7։)|.

Нетрудно проверить, что
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Откуда, подставляя Л',=К-', К,—К-< и учитывая, что ЩК֊')=О, 
получим

/7(А'-|)=А/(А֊’)Г(К;1).
Следовательно

Теорема доказана.
Теорема 2. Если

причем det А (К) / 0( Х<ео), VargdetA().)=»O и К(1) непрерывна

в нуле и ограничена в каждом конечном интервале, тогда

llm D'<A>
I im------------- -det|T(A)T(A' Ч|.

Доказательство: При условиях теоремы, существует
матрица-функция

4 »
К\(Х)- {k^e^dt^K1^

такая, что матрица-функция А(/.)4֊։А'։(*) при 
е^о допускает факторизацию, требуемую в

всех достаточно малых 
теореме 1. Поэтому

при таких е верна формула 

/Л(ЛЧеК.)
WK «К։)Г

= det|T(*+«A'։)T((K+։/Q-‘)|-

Прнннмая во внимание, что все величины, входящие в эту фор
мулу, аналитически зависят от е, можно утверждать, что она верна 
и при е=0.

Когда А(К) скалярная функция, можно вычислить det| 7(А) I(А ՛))• 
Точнее верна.

Теорема 3. Если

А*(>)=14



+ « Л
причем Л'(/) • 0 (— • <Х< ). \агр/<(/)=0 и К(1) непрерывна в нуле 

— <х>
и ограничена в каждом конечном интервале, тогда

30

где

Нтп
г *зе

Рг(К)

|С(Ю1'
= ехр

С(Л')=ехр

о

1п/С(Х)<Д

Постановка задачи принадлежит М. Г. Крейну, 
обсуждались с М. Г. Крейном и В. М. Адамяном, за 
приносит им искреннюю благодарность.

Результаты 
что автор
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Լ. Վ. 1Ո»₽ԱՅԵԼՅԱՆ
Արգումենտների տարբերությունից կախված* մատրիցային կորիզներով

նատված ինտեդրայ օպերատորներ ի ՖրԼր|հո|մի դետ ե րմինանտ նե րի
ասիմպտոտիկ վարքը

Հողվածում ուսումնասիրված է

г
\ !Հ(է-տ-)ք(տ}ժտ=տ(է) (ՕՀ/чг, 0<ր<օօ)

ինտերլրալ հավասարման էե ր ե ղ հո յմ ի /)ր(/Հ, /) '/ ե տե րմ ին ան տի ա и ի մ սլ տ ո տի կ 
էյարքր, երր Г * Այստեղ / ( / )-Ն ե (ք(է)~ն Ո չափանի վ եկտ որ֊ ֆ անկցի ա֊
ներ ենէ ի՛մ/ А (/Ո ղ չափանի մ ատ ր ից֊ֆ ունկց ի ա Էէ 

Ա աղված է /{(ЯХЛ} մատրից-ֆ ու ն1ւոՒ աների ր ան աիւ լան հանրահաշիվը ե
ասլացոէ ցված է, որ եթե

К(ք )=1ո ( К(1)еьЧ(^пУп)

1ոձ'(/)

մ ա տ րի ց» ֆոլն կ ց իան բավարարում Է հետևյալ պայմաններին.
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detA(X)y=O ( -<*></< <x) z> \ argdetA'p )=0,

A

Um----------------- zDz(A՛ H----------------------=det| T(K)T(K֊')\

expplm—- 1 —j

-r
l^uinbrj

1\K)f-f(t)+ l^-s)/(։)</։.

u
ftulf t\ “։(k)֊fl K. (/։)*/՛ ^ш1рицшрйЪ £:

bpp Д'().)֊Ъ и1рицшр niU/g [>ч։ £ (*) ^ш^шишртр puli Ui 9
Jшир!
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