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О равномерном приближении на комплексной плоскости 
многочленами с пропусками

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н У. Аракеляном 15/Х1 1978)

1. Пусть Е— компакт из комплексной плоскости С. А(Е) —бана
хово пространство комплексных функций непрерывных на компакте 
Е и голоморфных на множестве Е~ его внутренних точек с нормой 
||/|| = Бир|/|(Е). Известный результат С. Н. Мергеляна (*),  дающий 
исчерпывающее решение проблемы комплексной полиномиальной ап
проксимации. естественно приводит к следующему вопросу: при ка
ких условиях на компакт Е и на подпоследовательность натуральных 
чисел система функций

А> = 0.

будет полной в пространстве А(£՜). т. е. когда любую функцию из 
А(Е) можно приблизить равномерно на Е многочленами вида

/1-0

Приведенная задача изучалась в совместной работе Н. У. Ара
келяна и автора (’), причем предложенный в этой работе метод ис
следования был основан на использовании классической теоремы Ви- 
герта-Пойа о возможности однозначного аналитического продолжения 
степенного ряда за пределы его круга сходимости.

В настоящей работе приводится другой подход к изучению за
дачи о равномерном приближении многочленами с пропусками. Этот 
подход позволяет получить результаты работы (’). Кроме того, с его 
помощью удается установить один новый случай возможности ап
проксимации, из которого, в частности, следует уточнение известном 
аппроксимационной теоремы М. А. Лаврентьева.

Для формулировки основного результата работы введем обозна
чение
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dp(h) = mln |z—A|.

Теорема. Пусть \pn\^^—подпоследовательность натураль
ных чисел плотности 1, EczC - компакт со связным дополнением. 
Тогда система функций (1) полна в А(Е), если имеет место одно 
из следующих условий:

а) 0^£; / •/,
Ь) О^дЕ и существует такая последовательность из

С\£, что h„-*0  и

I Ini
dp. (hm)

с) 0 дЕ и в любом круге |г^С:|г|<^г| существует обходящая 
точку нуль жорданова кривая ]СС Е;

д) О^дЕ и не является предельной точкой для множества 
Е внутренних точек компакта Е.

Отметим, что пункты а), Ь) и с) приведенной теоремы были 
иным методом установлены в (*).

2. При доказательстве теоремы нам понадобится следующая
/1 е м м а. Пусть целая функция / представляется лакунарным 

степенным рядом

f(z)=^a,nzvn, 
л —I

Нт — = 0.

Если для некоторого числа ։>0 справедливы неравенства

где постоянная С>0 не зависит от т, т = \, 2, ..а круги Sm — 
= |z(; С: |z—таковы, что zm֊*tx>  и

1 < 11т 1г/л! Нт
гт т -• х>

тогда / является многочленом порядка не выше [а).
Отметим, что лемма доказывается путем комбинирования тео

ремы Вигерта ((’), стр. 18) и теоремы Адамара о композиции ((’), 
стр. 35).

Обратимся к доказательству теоремы.
Доказательство. Пусть для комплексной борелевской меры 

I1 на компакте Е, О£Е\ справедливы соотношения

J zend\tz = (), п =0, 1, ... (2)

Без потери общности можно предположить, что дополнением к под
последовательности |^я|’՜ । относительно множества натуральных чи
сел является подпоследовательность ясно, что
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Нт — 0. 
л-» дп (3)

В силу теорем Хана-Банаха, Рисса и Мергеляна теорема будет 
доказана, если установить справедливость соотношений

( — 0, п. (4)

Рассмотрим функцию

«(О = Г —. и г

голоморфную по 1{С^Е, О(оо) = 0. Для любого достаточно боль
шого / будет равномерно по г£Е сходиться стеленной ряд от (г/О

1

Поэтому почленное интегрирование этого ряда по мере 1*  с учетом 
условий (2) показывает, что для таких значений / функция 0(0 будет 
разлагаться в степенной ряд вида

л —I
(5)

Так как справедливо (3) и О^Е , то применяя к ряду (5) теорему 
Фабри об особых точках степенного ряда на его окружности сходи
мости ((*),  стр. 80), получим, что этот ряд определяет голоморфную 
по ^Сх(О) функцию 0,(0- Поскольку С Е—связно, то по теореме 
единственности аналитических функций будем иметь

0,(0 = 0(0, ^С\(£и{0)), (6)

а) Допустим сперва, что 0££.  т. е.* О^С^Е— области голомо
ности функции 0(1). Тогда, в силу (6), 0,(0 будет сужением на 
\{0) некоторой целой ограниченной функции. По теореме Лиувилля 
последняя функция будет константой и, в частности, будем иметь
О1(/)=соп8(, ^Сх(0|. Однако О,(оо) = О(«о) - О, поэтому получим 
0,(0 = 0, ^С\|0|. Отсюда следует, очевидно, что все коэффициенты 
в тейлоровском разложении (5) функции 0,(0 в окрестности точки 
/=оо будут нулевыми, т. е. справедливы соотношения (4).

Ь) Рассмотрим следующие круги из СЕ

= {.’€ С: у (Л.)].

где |Лт)ж_, — указанная в условии теоремы последовательность то

чек. Так как
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то легко видеть, что

</л(Л>

где постоянная С,>0 не зависит от Л н от т. Замечая далее, что

кад|=^ С,
<4(')

Е,

где постоянная С։>0 не зависит от точки /, будем иметь

|<7(й)й|=^С. й(От,

где постоянная С>0 не зависит от й и от т. Следовательно, учитывая 
соотношение (6), получим

|О։(Й)Й|^С, й^.

Применяя к функции С։(/) лемму, получим, что она является поли
номом от порядка не выше I. Отсюда непосредственно следуют 
соотношения (4).

с) Так как С Е—связно, то в этом случае можно построить 
такую последовательность контуров ikC.CE, обходящих точку 
нуль, что их диаметры стремятся к нулю и чк+\СОк, где С —огра
ниченная область с границей 7,  /г = 1, 2,.... Обозначим Еь = Екх 

(Ег|Сл); ясно, что Еп(Е\Е)  = 0, А=1, 2, .... Из определения 
функции СДО следует, что при каждом я = 1, 2,... и й=1, 2, .. • 
будем иметь

*
*

**

£ 1к

Однако 7*аС  Е, й=1, 2,..., и поэтому, согласно (6),

Отсюда, применяя теорему Фубини и интегральную формулу Коши, 
получим

и, следовательно, будем иметь

(7)
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Переходя в (7) к пределу при Л֊»ес, что возможно по теореме Ле
бега, придем к соотношениям (4).

д) Как известно, интеграл

0(0 =
1—х

абсолютно сходится для почти всех 1£С в смысле плоской лебеговой 
меры. Согласно условию теоремы найдется такой круг и = 
= : |г|<г), что множество не имеет внутренних точек.

Предположим сперва*,  что 6(0 = 0։(/) для почти нсех в

• Здесь используются рассуждения из работ С Я Хавннсонл (*)■

смысле плоской лебеговой меры. Возьмем окружность 7 с центром 
в нуле и содержащуюся внутри круга и. Имеем, что для почти всех 
значений лежащих во внешности 7,

0։(0 = _1_ [• (Л(£)
2п/\)

1

= 6(0 (8)

На компакте £1)7 зададим меру '(е) борелевских подмножеств е сле
дующим образом

(9)

Тогда из (8) и (9) следует, что для почти всех значении ле
жащих во внешности 7, будем иметь

(10)

гит
Из (10) стандартными рассуждениями выводим ((’), стр. 39), что для 
любого борелевского подмножества лежащего во внешности
7, должно быть де) = 0. Но для таких множеств *(<?)  — н(г) и, сле
довательно, р(е)=О. Так как радиус окружности 7 можно брать 
произвольно малым, то на множестве Ор)^ мера I1 может быть со
средоточена в единственной точке 0. Следовательно, из условий 
ортогональности (2) получим

( 21'пй\уг = 0, //=1,2.......
I Ч(Л'п1/(

Откуда, в силу пункта а) теоремы, будем иметь

( =0, п = 1, 2, ...

или, что то же, —соотношения (4).
Допустим теперь, что равенство 0(0 = О։(/) не имеет места 

почти везде на 1֊Л]Е в смысле плоской лебеговой меры, и покажем
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невозможность подобной ситуации. В силу допущения всегда найдет
ся такая точка 10£и(}Е, что

О(и^С։(/в) (12)

Из (11) будем иметь ;1((/о|) = О. Возьмем настолько малую окруж
ность т с центром в нуле, чтобы /0 лежало во внешности 7. Обозна
чим через 2 ту из дополнительных к компакту £“117 областей, кото
рая содержит точку оо; ясно, ЧТО <0^*2.  Пусть окружность Г с цен
тром в нуле содержит внутри себя компакт £'. Тогда для произволь
ного многочлена ф(х) будем иметь

<2(-Д<Лч
£ Е Г ГЕ

= ֊ С ± Сс?(/)о,о)л
2~1 2те/ ,1

Г т

Соотношение (13) означает, что мера * на £'1)7, введенная

ле (9), ортогональна к любому многочлену СЦг). Так как 

(13)

по форму- 
О(О-О«о)

о
тоже многочлен, то из этой ортогональности получим

_ О,

£ит
или

£Ь’Т

= <?(*о)

сид

<*ч
'֊֊'о

(14)

причем, согласно (11), интегралы сходятся абсолютно. Пусть 
Р(£ И 7)—алгебра всех непрерывных на компакте £1)7 функций, яв
ляющихся равномерными пределами многочленов. Для любой функ
ции ^^Р(£1)7) будем иметь из (14)

(15)

Сужение Р(£1)7) на о2 — алгебра Р(д(2) есть алгебра Дирихле ((’), 
стр. 30). Поэтому минимальная граница Р(д^) совпадает с и так 
как (£<№, то существует функция %£Р(д։2) такая, что £(/0)=1, 
|К(О|<Д, / у /0. В силу принципа максимума можно считать, что
К продолжена на £С’7 и там имеет место неравенство |£(0|<Л 
Применяя (15) к функциям получим:
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------ - а՝*( մԿ
ь = 1, 2,....

/щ О о

Последовательность {# 4ж1 сходится на £ит к нулю всюду, кроме 
точки / = /0, и, следовательно, она сходится к нулю почти везде по 
мере гак как >(|/0)) =р(|/о|)=О. Поэтому по теореме Лебега о 
предельном переходе под знаком интеграла получим:

Г
յ է ՜*0

Но, с другой стороны, согласно (12)

Г 
}է-է0 

лит
-օ՝(Ս+ք/\(/0) о,-

противоречие. Теорема доказана.
Автор благодарен Н. У. Аракеляну за внимание к работе.
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Վ. Л. ՄԱԼՐՏԽՐՈ113Ա.Ն

հոմս|լԼքս հարթության վրա բացթողումներով բաղմանղամներով 
հավասարաչափ մոտարկման մէսսքւն

7 |Рл| * 1 ւՒնՒ ր^ս/կա^ որևԷ ենթահաջորղականու թլուն, իսկ

Е-ն С կոմսլչեքս ^ար^ւււ^ւան կսմսլակսէ են ]Ժ Սէ բա էքՍ ա ի$ լուն 9 Ներկ
տան քամ շարան ակված է Ն. Հ« Աասքևչլանի հետ համաաեղ (“) աչխասւան^ 
քամ սկսած խնդրի ա и ա մն ա и ի ր Ш քժ լուն ր • ալն Լ կամա լական /. կոմ*̂

անրնդհատ ե նրա քՀ ներքին կեաերի րապմա թլան վր
մ որֆ ֆ անկէք ի ա լին կարելի Լ հավասարաչափ է*ի  վր րկեԼ

Р(г) = 2 /4 = 0,
Л—0

տեսքի բաղմ անդամնե րով I
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4 I*)  աշիւտ տանք ի արղլուն քների նոր ապացույց։

որանից, ցանված է մոտարկման հնարավորս։ թՀան նոր ցեպք (---  ՜*  1» С 4
\Рп

х է֊ն կապակցված է և 0*1/  Ւ. *ի  համար սահմանածին կետ որն իր մեջ,

մասնավոր պարսւնակո։մ Լ 1Г« //. Էավրենտեի հալտնի /Թեորեմի
ձ^ռրտոէ մէ
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