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1. В этой статье мы изучаем граничное повеление субгармони
ческой функции и(г), определенной в единичном круге на
комплексной плоскости и удовлетворяющей условию

I |«(ге,| )|</0=0(1). при г-*1. (I)
• ' о

Согласно классическому результату Дж. 
ция //(-) представима в виде разности

u(z)=v(z)-w(z)

Литтлвуда (’) такая функ-

(2)
гармонической функции v(z), удовлетворяющей условию (1), и потен
циала Грина w(z),

k-(z) =
z—a

dp(<0. (3)

в котором распределение масс г/и(я) подчинено условию

(1— խ|)ժյվ«)< + օ- (4)

|л| <1

Хорошо известно (’), что гармоническая функция Т'(г) в разложении 
(2) имеет почти всюду на Г : |г| । конечные угловые граничные зна
чения. Поэтому граничное поведение субгармонической функции //(-*) 
и юль некасательных путей в I) целиком зависит от граничных свойств 
потенциала Грина ад(г). Функция а»(г), в которой распределение масс 

удовлетворяет условию (4), имеет почти всюду на I радиаль
ные граничные пределы, ранные нулю (Дж. Литтлвуд; см., напри- 
МСР> (*))• Утверждать существование угловых пределов функции ь(.*| 
в этом случае нельзя; соответствующие примеры приведены в ста гы՝ 
Цудзи (*). Более того, угловые пределы могут не существ нить. । • 
же если распределение </)»(<։) удовлетворяет более жесткому условии՛
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|«| < г

при любых /,0*^К<1 (։). Однако в этом случае можно утверждать, 
что в почти каждой точке \=е‘'> на Г(',£Г Е, те8Е=()) существует 
Нт а’(г)=О, когда г -е*° вдоль почти всех хорд круга £), оканчива
ющихся в точке \ ((*), теорема 3).

Мы уточняем здесь результаты Цудзи; уточнение касается раз
меров исключительного множества Е в терминах непрерывной шкалы 
выпуклых емкостей. Доказываемые результаты используются в изу
чении граничных свойств субгармонических функций, удовлетворяю
щих некоторым дополнительным условиям, и граничных свойств нор
мальных субгармонических функнй.

2. Для произвольной точки Г и произвольного числа Ф,

-—. обозначим через /о (Ф) луч, проходящий через 
—

е‘* и составляющий угол Ф с радиусом вектором точки е'*. По опре
делению (*), непрерывная в интервале (0,о©) функция //(г)>0 при
надлежит классу Си, если не возрастает на (О.сю). Нт//(/)= 

= но, tH(t) монотонно стремится к нулю при /-*0 и

f dt If
I ------- «х'ДеюПт ----------- 1 H(t)dt—c, где (6)
.՛ tH(t) xH(x) ,1
о 0

Непрерывную функцию h(t) 0, определенную в интервале [0, I «©), 
называют функцией меры, если она обладает следующими свойствами: 
h(t) возрастает на |0, I оо),Л(0)=0. /-2Л(О—неубывающая функция при 
/-*0. Непосредственно видно, что каждая функция Н\ Сн порождает 
функцию меры Пусть Е^-Г произвольное борелевское
множество. Обозначим через АД/՜) его хаусдорфову A-меру, т. с. 
\*(f)=llmV (/Г), где Л<М(Е)= Inf V Л(г, ),и infimum берется по всем р—о
покрытиям U.S. множества Е счетными наборами кругов S, радиуса

<3*- Для произвольной функции Н£Сн положим

/< —л
//«• = V л=1,2,...

и обозначим через сар/<Е выпуклую емкость множества Е относи
тельно последовательности р'"1! (4). В случае 0<Л<1 по

лучаем обычную а—емкость cap, Е и при — логарифмичес

кую емкость сар0Е.
3. Докажем следующее утверждение.

80



Теорема 1. Пусть Н^Сн и число ь ^^֊фиксированы. и 
функция ы(г) вида (3) удовлетворяет условию

"<Г,=;0(Ъ-г)'--Н(1 г) А

Тогда в каждой точке = еЛ Т, за возможным исключе
нием некоторого множества Л'сГ, сар//£ = 0, существуют 
ПтМ2)^- когда г *е‘* и гье» (•!•) для почти всех ՛>(•/_— 1Л в 

\ 2 ’ 2/’
том числе и для ’Ь=0.

/ (•
Н(и)(1и и по-

о 
кажем, что из условия (7) следует условие

( Сл(1-|л|Жл)<<». (8)

|«1< 1
Действительно,

Г г
I I Л(1-|а|)^(а)= (А(1-^2(/)-А(1--г)2(г)4֊ | S(/)/V (1 0<*t. 

|о|<г О О
(9)

Подставляя в правую часть (9) выражение для Л(1— г) и учитывая 
оценки (6) и (7). получим

Л(|—|a|)d;i(d)=0(l) при г

что эквивалентно (8). Применяя теперь известную теорему ((*). тео 
рема (9)), получим, что

||щ а((ге|6)=О 
г-1

в каждой точке ',=е‘'։( Г Л\, сар//£\=О.
Обозначим Л(<1)=(1—|а|)^!‘((7), тогда

1
Ура(а) = р։֊0*2(0 --֊ Н-Н

Г |а|<1 гг
Считывая оценки

„_г const dZ 1 f const ■ const ■ (1-r)
J (l-O'-Wll-t) W(l֊r)J (I—0*՜’ //(!֊'■>
r f
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получим, что

при г - 1.

Если г — 1--------(>—1,2,...), то
2՜

Разделим круговое кольцо г, ^|г|<1 на 2'

(Ю)

равных областей

2֊
2’

л<г|<1 — (УЧ -1) (7=0,1,2,...2՝ -1)

и перепишем неравенство (10) п виде

сопз!
А ’ 2ч \ Н[

Обозначим через /V число областей в которых э(Уу)^ )
-

при некотором '՝,0<^<д. Тогда Л''^сопь1
2՝7(’ ։»

2л/У( 1/2)
Присоединим к каж

дой области 7У две смежные области <1\՜ ’и положим сГ}=с1{ '177Ч’
II & Обозначим через 7,7 дуги на Г, соответствующие областям 
сГ\ а через /“ множество всех дуг на Г, которое принадлежит гра

нице {#*/| при фиксированном >. Положим Л'* —(") и 7՝’. Имеем оценку 
> — I у • /.՛

3 • сопк! •

Л
V 1ьЧ/А1ъ/|) ֊

У 1

|2֊
12-

//(3 • — (./ И) - 
2’

2՝( I ♦ 4|

2'1 • И/ 1

/О 
• Н ֊

I

согласно которой Л/1я(г) (Г*)—0. Согласно лемме 1 из |5| спр//^'да<|- 
Обозначим дополнение к Л՞* относительно Г через Л. Если е'Ч-Г. то 
е1^ С(Л'") (>5»>0), и значит область г/, (б).
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содержится п объединении г/'и^+1, в которых

5 (</')еГ 1

Поэтому

«>’.)• (II)

Без нарушения общности, допустим, что точка '.= 1 принадлежит Л 
И пусть /0(Ф) луч, Проходящий через точку'.-=1 и составляющий угол

|с радиусом вектором точки — . Положим Д,=
2 2

-{кКНп1к֊1|<-^-] (>=|.2,...).

Согласно (11)

°( д՝ )< 2*11 ՛) (12)

Фиксируем >о.О<?о< Т огла значения функции / (Ф) при каждом
2

'М~?0’ Фо) выражают массу, сосредоточенную в секторе, ограничен
ном окружностью \х 1| =—’—и хордами/0( — %),/0(Ф). Таким обра- 

2
зом, /, (Ф) есть возрастающая функция от Ф, / (•!») существует почти 

всюду на (—1>0, Фо) и

2
2>(1 1 0 (13)

Пусть е՝ обозначает множество всех таких Ф, ня которых либо / (Ц 

не существует, либо существует и ՛ (Ь)5?

Согласно (13) имеем

(<><՛՝. •.).

>։ значит множество П е имеет те*=б. Теперь воспользуемся

следующей оценкой, доказанной Цудзи ((՛) стр. !<»).
Лемма (Цудзи (’))• Пусть распределение масс 1Ь(а) уаовлет- 

еоряет в области Д, условию (12) при произвольном фикси
рованном о,О<4<^1, и пусть Ф։—произвольное число, принадлежа
щее дополнению е множества е относительно интервала (— -11։ 
%). Тогда в произвольной точке л /0(1<։), принадлежащей кольцу
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выполняется оценка

const • ՛ const
(14)

в которой Нт I ~0 и й.О 1<^\~проилвольное число.

В нашем случае условие (12) выполняется при любом й, 0<й<д<1. 
Поэтому из (14) следует, что Нт ш(г)=0.

Рассматривая в качестве Е оба единение Е։(]Е*. получим утверждение 
теоремы I.

Замечание 1. Если в условиях теоремы 1 взять —,

где я=/ -4֊7, л.О^Хг 1 фиксированное число и 0<д<Ч. то получим 
уточнение результата Цудзи (см. п. 1). В этом случаеԶ(ր)==օ/---- —0 л<1 г-1

\(1 -г)' /

и в каждой точке ',=е'Ч-Г, за возможным исключением некоторого 
множества Ес Г, сара Л՝—0. где я>). существует Нш ш(г) = 0, когда

с —оставаясь на хордах (փ) для почти всех в том
\ 2 2/

числе и для </«=0.
4. Укажем некоторые приложения теоремы 1.
Заметим прежде всего (см., наир.. (։), стр. 9), что интеграл

з«

Ци,г)= I и(ге'*)М (15)
'о 

представляет собой неубывающую функцию, выпуклую относительно 
1э£г и обладающую свойством

հ- — ճ(//.ր)=Ջ (г) 
аг

(16)

для любого г,0<^г<1, за возможным исключением не более, чем 
счетного множества значений г£(0.1). Таким образом, ограничения 
на рост субгармонической функции //(г) влекут за собой ограниче
ния на рост потенциала Грина ш(г).

Г е о ре ми 2. Пусть субгармоническая в I) функция и(г) удов
летворяет условию (1) и соотношению

Jr

— Си (ր^'։) Ժ0 =0------------ 1-------------
dr,} (1-г) ’֊1 //(1 —г)

о
а для ее гармонической части тЦг) имеет место
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J | (I-г)//(I г) I grad v(ret4)\2rdrdfj<i «©. 

|ж|<1
(IS)

Тогда в каждой точке '.֊ за возможным исключением неко
торого множества Е~1 . с ։р//£՜—0. существуют конечные и равные 
между собой пределы.

Ilm u(z)=u(elb) 
г ■*<»• zef։ (Я

для почти всех ф, принадлежащих (——, — ). в тим чис ie и 
\ 2 2/

для ф=О.
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим в круге I) голо

морфную функцию /(г), действительная часть которой равна г։(г). 
Тогда |/'(z) |’=| grad v(z)|։ и удовлетворяет условию (18). Согласно 
известной теореме (J) /(z), а следовательно ^(z) должны иметь ко
нечные угловые граничные значения всюду на Г. кроме, быть может, 
множества Ех, сарнЛ՝։=(). С другой стороны потенциал Грина «>(с)= 
—u(z)—v(z} согласно (5) и (IG) удовлетворяет условию (7). В силу 
теоремы 1, lim ш(г)=0 в каждой точке '.=z/*(:r. за возможым ис
ключением некоторого множества ^сГ, cap//F։=O, когда z - е" и

— , — ). в том числе и для ^=0. 
2 2/

Поскольку E=ExV]Et имеет сар//£=0, теорема 2 доказана.
Замечание 2. Нетрудно проверить, что нз условия (17) вытс

кает оценка и(ге‘*) d&=0( 1), которая в случае знакопостоянной в 
о

0 функции u(z) эквивалентна условию (1).
5. Следующее ниже утверждение является немедленным следст

вием теоремы 2 и формулы Дугласа (в).
Следствие 1. Пусть субгармоническая в D функция «(z) 

Удовлетворяет условиям (1) и (17) при 0<։<Ч и условию

(•]/) для почти всех ф

|ы (е(>) —и (е‘Ч | 
sin’ 8—f

dtdtf^OQ.

2

Тогда утверждение теоремы 2 имеет место всюду на I , кроме мно
жества Е, cap. E= Y, ։^>> . Действнте ты։з, согласил формуле 1}гласа 
С). для гармонической в функции v(z) имеет место равенство
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dftdy

и < 1едокательн<> r(r) имеет угловые граничные значении на Г всюду, 
кроме некоторого множества Л1, логарифмическая емкость которою 
нуль. capoAf=O. С другой стороны в силу условия (17) при Н(/)= 
— f’ * в каждой точке —е'\Г за возможным исключением некоторо
го множества £։сГ, сар« £\=0. существуют Hmw(z)=O, когда z-e1’

—, — |. в том числе и для Ф=0.
2 2/

Беря в качестве I объединение М и £,, получим утверждение след-

(-/» (у) для почти всех ֆи

СТЕНЯ.

б. Действительную или комплексную функции։ /(г), определен
ною в I), называют норма. 1ыюп в //, если семейство £={/(5(г)): 

где 1 — м» оичство всевозможных взапмно-однезначных кон
формных отображении О на самого себя обладает следующим свой
ством: из любой последовательности семейства А' можно извлечь под
последовательность, равномерно сходящуюся на любом компактном 
подмножестве О (см., например, (’) стр. 314). В статье (7) показано, 
что нормальная субгармоническая функция «(г), удовлетворяющая 
условию (1), имеет почти всюду на Г конечные угловые граничные 
значения. В основе этого утверждения лежит замечание, что в каж- 
юй точке е'^-Г, в которой гармоническая часть функции и(г) имеет 
конечное угловое граничное значение, а потенциал Грина нулевом 
радиальный предел, существует конечное угловое граничное значе
ние функции и(г). Используя это замечание и теорему 2, имеем сле
дующее утверждение.

Следствие 2. Пусть субгармоническая и нормальная в I) 
<’>՛.. кция ц(£1 ) овлетворяег условиям георемы 2. Гс։да и(г) имеет 
конечные гловыс граничные значения всюду на Г. кроме множес
тва £, саря£=0.

Приношу искреннюю благодарность В. И. Гаврилову, под руко
водством которого выполнена настоящая работа.

Московский государеик-нный унноерситет

II. Լ Ր1։Ր₽հՐՏ11Ն"ռւթհարմոնիկ ֆունկցիաների քացաոիկ քացմոէք* յունների մասին
1Լշիյ ատ անրում դիտարկվում են միավոր շրշանոէմ սուրհարմոնի կ ֆունկ

ցիաների ենթադասեր։ 11(է) ֆունկցիայի միքոցով սահմանված որոշակի հա- 
. որդականսւթյան Նկատմամ ր ՈէՈՈւցիկ ունակության տերմ իններով հնարա- 
*/"!’ Լ քինոէմ աա/ նշված ենթադասերի ֆունկցիաների րա յյաոիկ րադմո։ 
թ յՈէնն երի րնութացիրր ։ ' -Հ
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