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Классы мероморфных функций в многосвязной области 
и их параметрическое представление

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбаи1яном 16/Х 1978)

Следуя работе М. М. Джрбашяна условимся говорить, что 
неотрицательная и непрерывная на |0,1) функция о(х)£12, если

|)ш(0)=1 (ш(х)(/х<'-}-о©; (I)
о

2) (ю(х)г/х>0 0^г<1.
Г

Далее, условимся обозначать через ‘2* подмножество функции 
ш(х) из 2, удовлетворяющих в точке х = 0 условию Липшица, т. е

|ш(х)-1|<СЛ&)х (0^х«1) (2)

На соответствующих классах допустимых функций ф(г). г£(0.1) опе
ратор А<м)|®(г)| определяется таким образом:

I
£<->|„(г)| = _ ~ 1г г£(0.1) (3)

Л-1 I
О

где непрерывная на |0,11 функция р(^) имеет вид
I

/>(0)=1 ₽(,) = , ,€(0.1| <*>

с оператором /.<ш> ассоциируются функции

г/9 (5)

где

(г, гА ) = П
й •• 1

(0<Н<1.0<1^|<1), (6)1Г ,(г,г„)|



I •’
** / * 1 — 1

5 (г, I ] 2 V гк'к՝ I . (7)
* - I I к)

Пусть .‘ (г) мероморфна в круге |г|<1, |л,| и |£.| соответствен
но последовательности се нулей и полюсов, пронумерованных по 
возрастанию их модулей.

Следующие результаты доказаны в работе М. М. Джрбашяна 
(’ стр. 559-561).

Теорема (А). Пусть ш(д՜) — произвольная функция из класса 
2*. Тогоа 1 функция

А<“’՝|1ор|/՝(ре'>)|| (0«1, 0^«=;2к) (8)

оп/ еделена в круге |г|<I кроме, быть может, множества точек

е(а.,. Ь.) = |и ^!г/|а.1|^|г|<1, аг££ = аг^)Х| ЦЦС <?|?/1^|<|г|<1, игр г - 
о |в,д| । о<1М<։

= argd.ll. (9)

2 . Для любого )

£( "’|108|Г(ре'911€^ф. 2’)-

3 . Для любой функции ю(х)£2 и для любого р(О<^р<П) спра
ведлива следующая формула (с точностью до слагаемого вида 
2~1т, где т —целое):

1о₽Л(г) = гагрс >Л'«»+J.log — -+- У 1о£ А./—, V (орА.,/—, —
? о<|^1 р \р о/ ₽ \р р/

2г

! ֊ I —, ш 1£<“>||ок|Л’(ре։в)|]<У6 (|г|<р)
2՜ и \ Р /

4 . При тех же предположениях справедлива также формула

|ок|(/Дге'?)| = V |Ор
0 :|О« | р

ш

2г

I*

)/.<-'1|о?|/-'(»е'։)|р6. (10)

гое
Р(<р. г, «.) — /?е5(ге՛’, «>),

а {а и (А'} это вновь пронумерованные в том же порядке нули 
и полюсы функции Р(г) с включением нуля либо полюса в точке 
г = 0, с, - первый не равный нулю коэффициент в ряде Дорана 
ф-ии Р(г) в окрестности точки г = 0

Далее с каждой функцией или ш(х)£2* ассоциируется
класс или -УДа»}, для которых
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где

Бир{Т „(г, /■’)}<
О <г <•

(11)

Г ...(о, Г) ш.в(р. /') ЛС(», Л);

М>(р. В) -^„.(р, е»)= «(0,«©)|1орр—
и

(12)
2к

ш..(р. Г) = т.„(р, = ( /? М‘>?1г(г*|,|)|}(/6,

а н(1, ею)֊ количество полюсов функции /՝() 
= шах|/?Ч0|

4/а\
О

Следующая теорема (Б) доказана в работе ( стр. 583—585).
Теорема (Б). Класс Лг*|ш| совпадаеп с мноусествпм функ

ций, которые в круге |г|<1 допускают преставление вида

/-(г) = е'1+ХА "г
В„(г, о.) 
В „(г, Ь.)

(13)

где Ф(&)—вещественная функция на [0, 2«| с конечным полным из
менением, /^0—любое целое число. 7 —вещественное число < нако
нец Кш определяется формулой (12').

В настоящей работе получен аналог тезремы (А) М. М. Длрба- 
шяна для функций, мероморфных в мнорсвязной области О((д,/^0) 
(«А), - -.. (’гл-^т)), граница которой состогг из (т г 1) - окружностей. 
Далее по аналогии (’) для тех же функшй определены ш0, .в։. . , 

характеристическая функция ... ,..я 1>о՛ • • и класс функ
ции \Ъ-.О, и>ж, (7) и получено параметрическое представление это
го класса.

Пусть 0=0'((гв, /?0),(1։. ......  (з„,^)>('«Т 1) -связная область,
граница которой состоит из (/г/֊| 1) окружностей-’

Г (го₽о): к/|г--?0| = /?01 Г(а» , /Л ): |?/к ’»|“/?« I Ь’о֊։» (М)
>-1... ш

где числа К» , А=1,...,/и выбраны так, <то

Г (гЛ0)А1'(я. R, )=0 
I

Г (ъ , Л )ПП R/ )= '; (1>‘-^
г-/

обозначим
Сио,/?0):|г/|г֊-г0|</?0}. О(>* ,?* ): { г/|г-а^ |>/Л ՛. (1.3)
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Тогда
G( (Zo/?o). .....(«m,/?m))=G(^o/?0)nO(a*. R* ): (1.4)

постоянные числа г* >!?*(*-!..... "») выберем так, чтобы выполня
лись условия (1,1) к (1,2) при /?*=*■* И чтобы функция Л’(г) не 

т
имела на множестве и Г (а*, г») нуля и полюса. 

#*• 1
Нули и полюса функции Г(г), которые лежат в полуоткрытом 

кольце /?* |г—а*|<г*. обозначим через а‘*։, , нумерация кото
рых сделана следующим образом

«*| з*| > ...; ։*| > .... 11m |а<*»-«*|=

=li;n|>'֊a*| =/?,<. (1.5)

\ остальные нули и полоса обозначим соответственно of”, b‘*>t нуме
рация которых сделана по порядку возрастания расстояния до точки

причем
|lm|a‘Ol֊|։J = lim |^֊?0| = Ro, (1,5')

4 ® V—>+ ®

тогда (см. (’ ггр. 388—193) и (’ стр. 13—23)) существуют функции
F0(z), /\(z).....Fm(z) танке, что

1) F0(z) MepoMopcJiia в О(г0,/?п), F*(z) А-= 1,...,т мероморфны в 
области /?»);

2) гули и полюса ^(z) k=O,..,ni совпадают с а^,
3) F*(oo)=l b = 1, |2_____ rn (1,6)

и имеет место следующее разложение:
F(z) F0(z)-F։(z)..A(z). (1.7)

Обозначим
(а՛) = F, ( г, 4 «,«-) = F„( г), F\(w) = F„( а. +-^Л= F, (г), (1.8)

халее обозначим
eh('.) = eh \z/^\z a*|<^—a*|, arg(z—a*)=arg('.—or*)) eh {aj’1’. =

={ U е*Ц*»)и{ и efc(b(»»|;
** ՛ ** <1^‘ ‘h |

e0('.) = e0(z I’.֊ г0|’С|г-го|<!ро.агр(г-г0)=агк(’.-го)|, e0(a(J>, ^°?) =

= I u e0(a<o))|Yj{ и j J0)

далее из (1.7) с точностью до слагаемого 2гЛт будем иметь

log F(z) = logF0(z) - log FJz) log Fm(z)

Z^AZoM, (Я*/?,)...,(«m.^)). (1,11)
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Напишем теорему (Л) для функций /'*(^՛) II = (см. (1,8)
и (1,6)) и переходим I. переменному г, зат^м, подставляя значение 
1ок/•*(*) и (1.11). получим:

Теорема 1.1. Пусть Ио(х)(2», шм(х)(Ц Ь 
1° функции

1,2,тогОа

= /.<"м>|1ок|А\(։,+-^-Ь 1
/ )

определены соответственно в С(г0, /?0) и 0՝(ай.^<). кроме, момсет 
быть, множества точек 9'?»} «

2°.
/.<"••>{ 1ок 1/^0 (-0 ЯоМ41) I}. ! 1о^Л(аЛ4 -

I ?
R»

01ъе
3 . Для произвольных ри(0<3>ь<1 ) к = 0.1 т. ^О((го. /?0) к

1и£ Г(г)=1агек 4- '• к... 4-'• ><>К '___ 2_П

R0^'0 0<1а^'֊х.\ А’.?. \А*оРо
__ 22
R*։

У 1о£ А
0< Я*о ^оР.. е Ъ—* ш°ЯоРо

г֊20 ^>-гв

о

т
< 1”К1^о(^о I /?оМ'‘)М R* /4

—* —*
•* -1 * |в 1 **1<*

Л / Дь

рАг-я^УрМ**-**), 

R* \ .т

мм мм I
*-* *к/₽Л ••!»» ~**1< + “

С з (<!-'•-------- .»»

’ \ м*—а*)

рь(г-ль) '

Если в (1.12) отделим действительные части, то получим:

1081^)1= 5 
Ос |И£-«.!՝*>,

О*

2 г.

О-агц(’ ֊-«)

г-*9
R<£^o

г0
ДоРо RoPo

/(*•>{|ор|/7о(г04-/?а%'*)|’ дЬ

о

(1.12)
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I л / А** \1о£ Дц»(----- - -------- , ---------------- )
»М<+ ^ \рл(2л—®/<) )—М/

V V |0£ А./——-------- ,
/?.՛ *л ‘ |ММ—ак|<^-^оо ՝ —

R* 
рЦ^/’-вй)

, V /?11—О—агц(х Ял),—-------- ;.«»л
Рк|г—®»|

/ <->Л)

где ?<°'} ” —это вновь пронумерованные н том же порядке ну
ди п полюсы функции /'0(с) С включением г=г0. если она ноль, ли- 
б) полюс, а сДд г0)к-первый член в ряде Лорана функции Л0(х) в 
окрестности точки г=20.

Пусть /ч(г) мероморфна в области <7(я|1։ /?»<). Обозначим через 
п((. 6,,. оо) число поносов функции ГДг) в области |х—яь|2>7.

Обозначим

3 I \р!,1/ ( р»,

Вудем называть ш характеристической функцией М. М. Джрбашяна 
мероморфной функции Рь(г) в области С(։л, Rk).

Обозначим через О*} пли М*{ш, ба} класс мероморфных 
функций в области С(а(„ /?(,), которые для функций а>(л)(:2 или 
ш(х)££2* удовлетворяют условию

Т 5ир 1 Г./—, л)|. < -+-оо.
\рм /I

(2.4)

Аналогичным образом, если функция Г0(г) мероморфна в области 
Н֊и. Ro), то об ^значим через п(1, 60, '■чэ) число полюсов функции 
/0(г) в круге |г-г0|<I

А (А*оРо. й0. ос ) = «V (Ц'Ро, 60, /?0)
п(/, 60, ои)-л(6, 

Г
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X в» ( —-— ) (II 
\ /4"о /

4 л (о, Со. гч">)! А...};

^։11и( А^оРо. ^՝о» Ро. Со, А )
2с

=";г(* £^)о°к1/7о(^+^'*)|;^ (2.2х) 
.1

(2.1')

Т...(/?оРО1 б0> Л0)=та (А’Л, 60, /0) +- ^(/?ор0, 60, Го) (0<р0<I). (2,3’)

Класс функций /У{и>, Оо} или У*(ш,С0) М. М. Джрбашяна для 
мероморфных в С(г0, /?м) функции совпадает с классом функций, для 
которых

Со) = 5ир{7\(/?^0, б0, Г0)}<-фао. (2,4 )
0 <р0< 1

Лемма 2.1 . Пусть функции Гцг) и Л0(г) мероморфны. соот
ветственно в областях 0(։;<,/?,.) и 0(г„, /?0), а и>д(х)ей* (£=0, 1......т ).
Тогда

С,, А5^ = Т.иДр/, ^*)—«(О, ^х>) 1о^/?< I -0 (2.5)

Г.о(/?0. Ро. Со, Ао) = Т«о(ро, Л*) | л(0. 0)1ор/<„ (2.5')

где
Г;(«)= г/а։4֊—I/О, Г;(ю)=Гв(го+Яоа՛), 

у т /

я Т...Др<։ /•'՛) (/ = 0, . . ., т) ш—характеристические функции 41. 
Л1. Джрбашяна для функции Е Дг£>) в единичном круге |и>|<1. 
Доказательство следует из соответствующих определений.

Пусть функция А'(г) мероморфна в (/л-|֊1)—связной области 
С((г0, /<)(а։, /?,). . . ., (аж, R,,.)), а функции А0(г), А\(г)...........А\дс)
его О-разложсние (см. (’) и соотношгния (1.6), (1.7)); пусть далее 
и>0(х)е2*, 0>>1(л)е2 (А = 1, 2...........т), следующую функцию

«О.Ш|.... •*>,( Ро. ₽!»••• рг»> А) - (Х?о, ро. О'о» / п) 1

(2.6)

где Т^(Ц^11։ О,, Ек) Ь±0 и Т«.в(^0, Ро. Со, Ео) определяются фор
мулами (2.4) и (2.4'), назовем ше, ю։, . . шя—характеристической 
функцией функции А֊(г), мероморфнон в 6((г0/?0)(։1. А?։), . . (лт/?г.)>

Теорема 2.1 . Пусть ^0(л‘)ь֊- *, ^(х)^֊ (Л»1.........../л). А< ли
функция шДд ) не возрастает в |0, I), гпо функция 1 о... ,„ (Ро. • • •
. . р„։, /-') при фиксированном р*,, Л = 0, I...........т—неубываю
щая функция по р/ в промежутке 0<^р/<1.

Доказательство следует из леммы 1.2 и из соответствующих 
свойств Т^др,/7’).
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Теорема 2.2 . Для любой мероморфной в С/ функции /\г) и 
для любых функций ш0(х)(-12\ шй(х)(-2 (А=1, . . гп) справедливо 
тождество

Pi. • .» Рт, I I — log|rA| -1 7'n>0.ni|... «т Pi»

/0<Р*<1 \
\£—О,.... т)

Доказательство теоремы следует из леммы (2,1) из теоремы 
(3.2) М. М. Джрбашяна (’ стр. 567) и того, что Лй(а©)=1 /? = 
— 1.2.....т.

Определение: обозначим через или ^{«»в,...
...,шт,б) класс мероморфных в в функций, которые для ш0(д)(-2*, 
«Дх)ь֊’ £=1,2..... т, или для ю(1(х)(Л’ £=0,1,...,т удовлетворяют
следующему условию: "՛

T' v ՛... •'т (G,F)—Sup ; Т 0.... ■֊ ,„
0<р< I Ь 0.1... т

(PjPp-iPm F) } < До©. (28)

Из (2.6), поскольку слагаемые, написанные в правой части, неотрица
тельные, кроме, может быть, члена л(О.Оо,՞©) (log /?»%— Л'..}, который 
стремится к—л((),<70со)'A log/?0}, когда р0 стремится к единице, то 
есть для р0, достаточно близких к единице, ограничен, имеет место 
следующая теорема:

Теорема 2,3 . Т ..о (G, А) < ф оо^ .....т) Г„.я (Grt,
О< + ос- ՛’

Следствие 1. F(z)e/V#(w0,..., шя,0‘ или F(z) (-Л/ju»0..... <и,я,О}фф
\ /цп 1,...,ш), £0(z) (: Л '!‘°о^оь |ю„, G„| или ул(л=Ю, 1 ..... гп)
Fn(z)G\^„fGn}

Следствие 2. Если Л(з)^.У*{ш0.....ш,я,О},Ф(г)(:<У*{шо..... w«Gj, то
F(z) <1 (z)(: N՝ X..... ».GJ, tELf)V{.,0..... «„.О).

Ф(г)
(ействнтельно, если F(z)= F6\z)... Fm(z), Ф(г) = Ф0(г) ...Ф^(г), ТО

А(г)Ф(г)={Л0(г)Ф0(г)}... { Fm (z) Фт (г) • Л(г) — 1Ло(г>
՛ ф(г) 1Ф0(г)

Fm(z)

и доказательство следствия следует из соответствующих свойств 
классов Л* {шя,бя}.

Теорема (основная). /?(г)е^*{ш0,...,в области О

F (г) =eli*

72



где > 2՜ 0 натуральное число, «**(0) ^-=0.......т веществе иные функции
на |0, 2“| с конечным полным изменением, •, вещественные число, 
К.и определяется формулой (12').

Доказательство. Из (1. 7), если положим /-Д/гг)-=/-0(г0

4֊А*(«) = Л\/ал 4—из (2,5), (2,5') получим:

А-/.(г)(-^(ш/(,б,,|^ 7-;(И')(:Л/*Н, Л;(№)нУ։«4 (2.19)

Написан отдельно для каждого /\(«0 Л=0, теоремы (С) 
и переходя к переменному г, получим доказательство георемы.

В заключение автор благодарит В. С. Захарина за р\ ководство.

Армянский государственный педагогический 
институт нм. X. Абовяна.

Դ. к. րաղդաաարյան
Րւււ<|ւ1 ш 1|ւսս| տիրույթում մերոմորֆ ֆունկցիաների цшиЬг և նրանց պարամե

տր ական ներկայացումը

Հո ւյվա ծ иւ ւ1 ստացված է շրջանում մերոմորֆ ֆունկցիաների համար 1Г.

Մ. £ րրաշյա 
ղ ես/ բումէ

նի հայտնի արղյոլնրների անալողներր բազմակապ տ ի ր ու {թն եрի

Ստացված է Մ, Մ. Ջրրաշյանի կողմից րն ւյ ան րա ցվա ծ նևանլինի բանա
ձևի անարւէքր բաւ/մա կաւզ տիրույթում մերոմորֆ ֆունկցիաների ՏաԱարւ

IIահմանված է րաղմւսկապ տիրույթում մերոմորֆ ֆունկցիաների խա- 
րակտերիստիկ ֆունկցիաների ււադաւիարրւ Այղ ֆունկցիաներր օմտված են 
\ւ ո ւ յն ա տ ի ււք Հատկություններով, ինչ Որ միավոր շրջանում մերոմորֆ ֆունկ
ցիաների համար Մ. Մ. րբսւշյանի խ սւ ր ա կ տ ե րի ս տ ի կ ֆ ո լն կ ց ի ան ե րր ւ

Ս ահմ ան վ ած է սահմանափսէկ խարակտերիս տիկներուք ֆունկցիաների 
ղասեր և ստացւքած է նրանց պա րա մետրական ներ կայացումրւ
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