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(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном ЗО/УП 1978) 

В данной работе рассматриваются системы подмножеств конечных 
множеств и исследуются всевозможные типы пересечений, порож
даемых ими. Для заданных характеристических функций пересечений 
выясняются возможности их минимальных реализаций, то есть нахо
дятся множества минимальной мощности и такие системы подмножеств 
этих множеств, пересечения которых описываются данными характе
ристическими функциями.

Рассмотрим произвольное множество $= |а։1аг...., ат| и систему 
Л состоящую из подмножеств $։, 5։..., 5п множества 5. Рассмотрим 
произвольные подсистемы системы Л, и представим их бинарными 
наборами длины п следующим образом. Если а — (а1։ а,........ ял)—упоря
доченный набор нулей и единиц, и а<,. а/,;..., % все единичные зна
чения набора а, то поставим в соответствие набору а подсемейства 
Л՝,, семейства Г, состоящее из подмножеств 5(| . 5/........ Булеву
функцию /, зависящую от п переменных х1։ хп и равную еди- 

»
нице на всех тех наборах а, для которых = назовем характе- 

ристической булевой функцией пересечений системы Л подмножеств 5.
Таким образом, мы ввели ряд определений, являющихся прямы

ми обобщениями соответствующих определений графов пересечений 
(’), описывающих пересечения пар подмножеств системы подмножеств 
конечного множества. Поэтому некоторые вопросы, обсуждаемые нами 
вполне аналогичны соответствующим постановкам графов пересечений.

Прежде всего отметим специальный вид рассматриваемых функ
ций пересечений. Они просто являются монотонными булевыми функ
циями. согласно тому, что удалив подмножество из пересекающейся 
системы множеств, мы всегда приходим к пересекающимся системам 
множеств.

Далее, естественно поставить вопрос о существовании для произ
вольной монотонной булевой функции /(х։, х2,.... хп) конечного 
множества 5 и системы /-՝ его подмножеств таких, что функция / 
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является характеристической булевой функцией пересечении системы 
Г. При этом понятно, что группы переменных, от которых функция 
/ зависит одинаково, могло бы быть поставлено в соответствие одно 
и то же подмножество, и что при поглащении функцией А перемен
ной XI мы должны выбрать в качестве 5/ пустое множество. Согласно 
с этим, в первом случае для нас особый интерес представляет такой 
выбор подмножеств &, в котором нет одинаковых элементов.

Наконец, в случае существования для данной монотонной функ
ции (или для произвольной монотонной функции) множества 5 и сис
темы Л различных подмножеств 5, 5։, 52,.... Зт (за исключением 
пустых множеств) таких, что / является характеристической моно
тонной булевой функцией пересечений системы А', мы будем искать 
множество 5 минимальной мощности.

Обозначим через Л1п класс всех монотонных булевых функций, 
зависящих от п переменных. Далее, пусть У(/), У(/)с:Еп, есть мно
жество |?։ , «2,..., | всех верхних нулей функции /,
где »|=(аа, а,2,..а/я). Рассмотрим пару ХиГп представим систему 
Р в виде матрицы ||лм||, Ку^л. где столбцы этой матрицы
представляют подмножества из А*; и/7=1 тогда и только тогда, когда 
элемент а,£8 принадлежит подмножеству З^Р.

Теорема 1. Для произвольного /£Мп, существует такое 
конечное множество S и система Р его различных подмножеств 
(за исключением пустых множеств), что функция / является 
характеристической функцией пересечений подмножеств яножест- 
ва 5, принадлежащих Р.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию /, /С-Ил. 
Пусть А/ матрица размерности рХп, строками которой являются 
верхние нули функции /. В матрице А/ могут быть нулевые столбцы. 
Предположим, что ее последние А? (А<л) столбцы нулевые. Обозначим 
через А матрицу порядка (р4-л — к)Ул, полученную из матрицы А/

I

добавлением строк 3(=(0, О,..., О, 1, 0, ...0), /=1, 2.......п—Ь.
Очевидно, что столбцы .матрицы А различны (кроме нулевых 

столбцов) и что функция / описывает пересечения столбцов матрицы 
А. Теорема доказана.

Сейчас мы вправе ввести следующие определения. Обозначим 
через 5(^) минимальную мощность такого множества 5, для кото- 
рого существует система Р его различных подмножеств, пересечения 
которых описываются функцией Л Далее пусть

А'(л.р) тах5(/) и ,\(лИ тахЛ(А) 
/е.ил /«* л

|1( I я-л

I е м м а 1. Н произвольной (О 

с попарно несравнимы чи строками.

.I) — матрице размерности р Л.
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1 к п — 1 существует по крайней мере £֊{-1 попарно различных 
столбцов, |

Доказательство. Предположим, что существует (0,1) —матри
ца Ао порядка р^п с попарно несравнимыми строками и всего лишь 
*0, Н1. попарно различными столбцами. Обозначим через В ма
трицу порядка р>к0. составленную из попарно различных столбцов 
матрицы Ао. Понятно, что строки матрицы В все еще останутся 
попарно несравнимыми, так как столбцы, удаленные нз Ао являются 
повторениями столбцов матрицы В.

.4 это означает, что в £*•, существуют

несравнимых элементов, что противоречит лемме Шпернера (՛’),
Отметим также, что в условиях леммы 1 легко построить мат

рицу, максимальное число различных столбцов которой равно /г4-1. 
Таким образом число Л 4-1 наибольшее возможное в утверждении 
леммы 1. Н

Лемма 2. Для каждой функции /, /(А/я_։ и |1/(/’)|=/7, 
можно построить функцию ф. и |1Д<р)|=/7 так, чтобы

Действительно, если А/ матрица порядка р;<(л —1), строки кото
рой являются верхними нулями функции /, то можно рассмотреть 
матрицу В порядка рХп, получающуюся из матрицы А повторением 
некоторого столбца. Далее, если <? такая функция, что А; = В, то про
верка соотношения 5(/)^5(<р) не представляет особого труда

Здесь же отметим, что исходя из данной матрицы А/ можно 
построить матрицу С, заменив нулевые столбцы А/ произвольными 
его другими столбцами. При этом, если | такая функция, которая 
задается матрицей С, то ясно, что 5(/) 5(Ь). Ниже мы будем поль
зоваться частным случаем этого замечания, когда 5(/) = 5(л,р).

Теорема 2. 8(п,р)^5(п,р — \).
Доказательство. Докажем сначала следующее неравенство

8(п,р)^(п-],р) ‘ 1. (1)

Рассмотрим функцию / такую, что /(А/я, |И(/)|=р. 5(/)=5(л.у?), 
и в матрице А, нет нулевых столбцов, и если все столбцы различны, 
то 8(п,р)=8(/)=р, а 5(л — 1,р) р, так что (1) в этом случае удов
летворяется. Если в А/ имеются два одинаковых столбца, то удалив 
один из повторяющихся столбцов, мы приходим к матрице В порядка 
р (п 1) с несравнимыми строками. Возьмем функцию «р, 4>(Л1П |, 
|И’р)|=/>, так, чтобы 4<р- /< Так как 5(«р)^5(л — !./>) и 5(/)^^('Р) Ь 1. 
то 5(л.р)<5(л — 1,р)4֊1.

Теперь рассмотрим произвольную функцию /, /(Л/п_|, |1'(/)|= 
~р — 1 и $(/) = £(л—1,р—1). Возьмем матрицу А следующих։ образом
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и пусть Аг матрица порядка (р — 1) (п — 1), строки которой являются 
верхними нулями функции /. Пусть есть такая функция, для кото
рой Аг — А. Ясно, что ||/(<р)|=р и 5(?)=5(/) + 1= $(л \.р—1)4 1.

По определению имеем 5(п,р)^3(<?)=5(п —1.//-1) I. Объеди
нив полученное с неравенством (I) получаем, что

— I ,р -1)+1 ^3(п,р-\),
то есть утверждение теоремы.

Сделаем основные выводы из доказанных утнерж юнни.

Следствие I. Если р
/1-1 
п— 
~2

то S(rt, р)=р.1

Следствие 2. Տ(п)
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Լ. Դ. ԱՍԱՏՐՅԱՆՀատումների մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների մասին
նվիրված է վերջավոր րւսպմութլսւն ե հ ի/արադմ ու թ յուննե րի 

սիստե մնե ր ի էլեմենտների հատումների նկարագրման ու սու մն տսիրու թ յանր 
րայյան ֆունկցիաների միջոց ովէ Ապացուցված է, որ վերջավոր Տ րտգմու- 
իք յան են/(է արաղմ ու իք յունների կամայական Ւ ■= Տյ,ձշ>..րՏ/| I սիստեմի հա-

լսումների րւււԱուն ֆունկցիան մոնոտոն 4' ք՚Հ^Ո ն. որ կում տ լական /է.Ա< 
մոն ո տ ոն ֆունկցիւււ հանդիսանում է ի^* Ո(1 րւսգմությւսն ե համապատաս- 
իւան / սիստեմի հատումների րու յյան ֆունկգիա ւ Նշված ղե պքերու Ա / 
սիստեմի Լ յեմենտներր, յււս գաո ու քժ յամ ր դատարկ ենթ արադմ ու քծ քան ՝ են-

իքւսդրվւոս են իրարիգ սււսրրերէ
ք(տ ր Տ րտդմուիքյան մին իմ
դեպքու մ նրա ենքժ արադմ ու թ յունների սիստեմների Լլեմենտների ^ատումների

րույլտն ֆունկգի աների րա դմու թ յունր իր մեջ

!էո(որ ֆ ւււնկգիանե րր • հավասար j իքվինէ

րնդ գրկում է Л1
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