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Метод потенциалов для первой внутренней (Г) и второй внут­
ренней (II*) и внешней (11՜) задач теории упругости приводит к син­
гулярным интегральным уравнениям (’), при этом спектральные свой­
ства уравнений позволяют находить решение методом последователь­
ных приближений.

В настоящей работе исследуются уравнения для задачи II в 
случае кусочно-однородной среды при совпадении коэффициентов 
Пуассона и доказывается сходимость метода последовательных приб­
лижений. Для численной реализации метода можно применять с ес­
тественными изменениями регулярные представления, предложенные 
в (’).

I. Пусть поверхность 5, ограничивает тело, внутри которого 
имеется включение из другого материала, ограниченного поверх­
ностью S։ (S։ и -S՝2 — ляпуновские поверхности).

Константы Ляме для D2 (0Dt = S։) суть р։ и для D^oDf - 
= W4 И։.

Равенство коэффициентов Пуассона дает

'1А|=Р։/Н։вЛ- (1)
Пусть оператор 7/ t оператор напряжений» определенны и равен­

ством

^•^(х) = 2р( — + Mdiv/Z + • rotz/J (2)
dn

здесь н —век гор смешений упругости среды. Из (1), (2), очевидно, 
имеем

Лх ~
Ставится задача: найти вектор смешении м при условии, что ни 

поверхности S։ заданы усилия
|Г։Л«(А-)Р = /(*); *€$».

п на поверхности Sa условия сцепления
295



11' (-<)— и (х) = г(х)

|7'.ди(х)| - |Г1Л-«(л')|-=4-|7'|.к«Г ֊ |Г։хм| ===£(*); л£$։ 
R

Индексы , — здесь означают, что предельное значение выра­
жений берется соответственно изнутри и извне поверхности. Очевид­
но, один раз решай задачу I (II՜*՜), мы можем прийти к условиям, 
в которых г(х) = О (£■(.<) =0). Для дальнейших целей нам удобно 
рассматривать задачу при г(х) 0. В силу сказанного, это не является 
принципиальным ограничением.

2. Будем искать решение в виде потенциала простого слоя

П(д-) = Г(х—у)5,(у)4/у$ 1

5|

| Г(л- -у)?։(у)«/у5

— плотность потенциала, распределенная на поверхности 5/ (/=1,2).
Г(х—у) — тензор Кельвина -Сомильяны (։). В силу того, что 

Г(х у) зависит только от коэффициента Пуассона и(х) представ­
ляет решение в обеих средах.

Рассмотрим условие на 5г. Первое условие выполняется авто­
матически в силу непрерывности потенциала простого слоя на по­
верхности 5;. Второе условие дает (нормаль здесь и далее подразу­
мевается направленной вне О,).

7'1ХГ(д- у)?։(у)</у$

/г Л гГ(х- у)?։( у к/х = Ля(х)

или । * 7
Г։ЛГ(Х У)?а(у)^ 1 ЛхГ(А՜ )’)?,(у)<л = ֊е(л

Для главной контактной задачи (поверхность 5Х отсутствует тело за­
полняет все пространство). Это уравнение получено и исследовано в 
О- При этом интеграл по 5В отсутствует. Объединяя это уравнение 
с уравнением, полученным из условия на поверхности имеем сис­
тему I

<н(*> 71хГ(х у)?։(у)<7у$ 1 /пГ|х- )')»,(у)(/у։-/(л), д£5, 
41 ' •

(3)
?а(х) ։ Г 7, Г1 (х-у)?։(у)с/$ « ( 7'։жГ(х—у)«1(у)</у.ч —— |»(л ); л(Д։

V . ) 1'
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Введем следующие обозначения:

Л//? = ] ЛлП*֊УЖУ)Л, |7'։уГ(х֊у)|Ч(у)</у$, х^1

5>

//(—гильбертово пространство функций, определенных

К /

па 5,;
Н=Нху //։ — произведение пространств.
Пусть л&Нг, <? = (?,;?,); £=(£։;£г), тогда

(«Р/. £/)«,= 1?.^$; (։, £)«=(?1։ £,)н, (?,. е2)н,

В(А) — область значения оператора Я;
Л'(А) -подпространство нулей оператора Я;
Х(Л) —спектральное множество Я;
>4 Я ) —спектральный радиус Я.

Уравнения (3) в операторном виде запишутся

« Т^ = Р. (3‘)
При ։=1 уравнение (3։) совпадает с уравнением задачи II для 

двусвязного тела, ограниченного поверхностями 5։ и 5։.
3. Займемся исследованием полученных уравнений. Нам потре­

буется еще уравнение, сопряженное (З1)

(41

где

Г
9

аЛ ,, 
»Л';.

3.1. Покажем, что уравнение (З1) нормально разрешимо и его 
индекс равен нулю.

Для этого подействуем на оператор / /• оператором

В =
О
(/ ’Ап)՜1

Это преобразование эквивалентно. Действительно, поскольку р(Агг) 
==• 1 норму ц и, всегда .можно выбрать такой, что для любого - ՝•> 
будет I || Л'„ || . ^ 1 ‘ г. при этом || || * эквивалентна исходной нор­
ме С).

Кроме того, очевидно, при любом к 0 |։|<1. Гакнм образом, 
"рн любом Ь существует эквивалентная исходной норме норма, г.։- 
КПЯ, что
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« и л» II .<1
и оператор В дает эквивалентное преобразование. Итак,

А(/ /□)? — р։ АцС։ ։Л|.(/-4-яЛ..։) 'А։։<р։.

Оператор Л’։.(/ *Кп)-'К:1 вполне непрерывен. Поскольку таковым 
является А։։.

Нормальная разрешимость уравнения с оператором В(/ Г.) сле­
дует из нормальной разрешимости уравнения с оператором / Кп (’). 
Кроме того, поскольку индекс / А'и равен нулю, также заключаем, 
что индекс оператора В(/4֊ Г„) равен нулю.

Поскольку оператор В задает эквивалентное преобразование, 
этими свойствами обладает исходное уравнение.

3.2. Определим теперь собственные функции Т*.
Пусть Ч"(х) = а , [йХх], а *,(.?) = ’Г(л) при х$3г, подстановкой 

в (4), пользуясь свойствами потенциала двойного слоя (’), с учетом 
выбранного направления нормали, убеждаемся, что вектор ’Г,(л) = 

/ 2 \= ( ------ - к? ] является собственной функцией оператора Т'л.

Покажем, что шесть функций Ч'Дх), определяемые векторными 
константами а, Ь, образуют полный набор собственных функций опе­
ратора Т‘, соответствующих собственному числу — 1.

Покажем предварительно, что || Г» || ^ || Г|| . Действительно, 
для любого р={Р\-1 Р3)£Н имеем (|а|< 1 )

II 1'^ || „= и кпг, ; К„Р2 II „,4- II 4- К„Р, II - |г|^ || ТР II „.
В уравнении

произведем замену (?։; ?։4֊ ֊Ц (/4֊ «А'а)֊։£
\ Л 1

Система (5) перейдет при этом в систему

?. а;1?։ л'1։?։=/1 = /--Цл'1։(/4-ял'։։)
л 4 1

'г А'и?а Л'։1?։ = 0;

При этом

^/։• ?1)н,—(/» ~ ”('?!•
А I

А։։(/ »Л։։) 1ё)н, —
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Здесь использовались следующие равенства

Л 2 >3; Л 2»՛^ — *!|а

II сходимость по норме ряда V Для пояснения знака во зто-
и

ром равенстве напомним, что нормаль на поверхности направлена 
внутрь тела О։.

Очевидно, что из разрешимости (6) следует разрешимость (5). 
Покажем теперь, что условие (/„ 1>,) =0 достаточно для разреши­
мости (6). Отсюда, очевидно, будет следовать, что условия

(А՝, ’Пн = (/, ’?») . ֊֊Ь) = </>Мн %)н. = 0 (X)
\* + 1 1 » /и,

достаточны для разрешимости (5) и в силу нормальной разрешимос­
ти уравнения получим наше утверждение.

Отметим еще, что последнее равенство в (6) означает равенств» 
пулю главного вектора и главного момента, приложенных к телу £\, 
и как показано в (1), является достаточным условием разрешимости 
поставленное։ задачи теории упругости.

Рассмотрим пространство Н = |? : (?։.'}'։)я|=(?։, ?։)я. 0|. Очевид- 
"о, Л) = ^(/ 77) = |е:(?1Л։) ֊^-(?։, Ф,) = 0 ). Лег-

I 1 » I

ко проверить, что ТЛ^Н при всех а€(0, 11.

Будем рассматривать сужение оператора /'. на Н и обозначим

это сужение 7\.

Покажем, что —1, Если —1^(7’), то /I
и одновременно <р^Л(/ Г) и в силу простоты полюса резольвенты 
оператора (отсутствие присоединенных собственных функций см. (*)) 
Ф =0.

Пусть 1^У(7՜). Легко проверить, что собственными функциями 
уравнения —■!» 7՝*ь=0 являются (0; ՛<*,/) (/=1, 2, . . . 6) и только 
они. Действительно, подстановкой убеждаемся, что эти функции 
являются собственными.

Кроме того, в силу теоремы единственности собственными функ­
циями для задачи I могут быть только векторы жесткого смещения, 
т. е. всего 6 линейно независимых векторов.

Далее имеем» очевидно, /4֊7 *)= !?: (?г ?>/) ==^ - 1°г-

ла, если ’.(:П и ?£Л’( / Г), то в силу простоты полюса / !,» <•. 

Итак 1^(Г).

299



Известно, что Ч- Кроме того, X (Л Дискретен. От­

сюда теперь следует р(Г)<1. И, следовательно, существует норма, 

эквивалентная исходной, г։ которой || 7 ||♦=?<C^•

Имеем теперь при Р£Н и при любом целом //>0

н

О II Тп II ♦ И II * * (\дп II Л II ».

Здесь с։—константа, входящая в условие, выражающее эквивалент- 

ность норм. Из последнего неравенства следует, что при любом Р^Н 
решение существует и представляется рядом

V 7’՞/'. 
Лшш* 
П □

Итак, условие (/։, !<|)=0 достаточно для разрешимости (8), и, 
следовательно, (5), а значит в силу нормальной разрешимости (5) 
наше утверждение доказано.

Попутно мы показали сходимость метода последовательных приб­
лижений для уравнения (3).

4. Все изложенное с очевидными модификациями может быть 
применено к задаче 1 для кусочно-однородной среды с совпадаю­
щими коэффициентами Пуассона.

5. Если в постановке задачи принять Тх=Т„=й!(1п, Г(х—у) = 
= 1/(х—у); и, ?,/—скалярные функции, придем к задаче Неймана 
для оператора Лапласа, для составной области с заданным скачком 
градиента на границе. Результаты справедливы и в этом случае.
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Աքացու չավում Լ ստացված Հա»/ տսարոլմների լտ ծելիութ յունր ե Հավասա­
րումների ինդեքսի դրո լինելու փաստրւ Համալուծ հավասարումների սիստեմի 
համար գտնված են ■սեփական ֆուն կցիաներր ե ա պա ց nt ցվ ա ծ / Նեյմանի շաթ­
րի զուգամետությունը է երբ հավասարմ տն աջ մասր բավարարվում / լուծելիու- 
թւան ա(ն պայմաններին, որոնք պահանջում են Ֆրեդհո[մի տեսութ յան հիման 
վրաւ
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