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МАТЕМАТИКА

I. А Ьарссгян

О дефектах и росте мероморфных функций конечного нижнего порядка 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н У Аракеляном 20/Х 1978)

1. В 1939 г. Тейхмюллер обнаружил (’), что для некоторых 
классов мероморфных функций, помимо соотношения дефектов

։/»
У'-(«)^2‘) выполняется также соотношение ^|5(а) по- Хейман по
ни (а)
казал (։), что для мероморфной в |г|<^оо функции конечного нижнего 

1/3-։
порядка ряд V'< (<т) может расходиться, если е'Х). Усиливая резуль- 

-<о
тати ряда работ (обзор их см. в (’)), Вейцман доказал (‘). что гля 
мероморфной в |“|</х. функции конечного нижнего порядка ряд 
^о|/3(а) сходится. Поскольку показатель-1- не может быть уменьшен, 
<и> о
результат Вейцмана имеет окончательный характер.

В ряде работ В. П. Петренко изучает распределение величин

3(</)=ф(Ц,и')

?(°о)=

, шах 1п .—ր-Հ------ :Нт 1.-1֊, |ы'(с)—<ւ|
*-« Г(г)

тах 1п |гс՛ (֊)|
Нт о)-г__________

7(г)

Для мероморфных в |’|<С функций «*(7). Величины 3(а) характери
зуют минимальное отклонение к'(г) от а, в то время как 8(<г)

О

I
|к>(ге)*»-а

Л Г)

характеризуют среднее отклоне- 

ине »(г) от ц.

’ Мы пользуемся стандартными и теории распределения значений обоаначення- 
411 (’)•
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В частности В. П. Петренко получил (։) следующий результат, 
который мы приводим здесь в удобном для нас компактном виде: 
Для мероморфной н |г|< функции нижнего порядка ) и

справедлива оценка

1/2+« |

₽(Ч)

Он также показал, что ряд V может расходиться, если е>0. 
(□>

Вопрос о сходимости ряда ^8|2(а) до сих пор оставался откры- 
։а)

ТЫМ.
Пользуясь методами доказательства теорем, анонсированных в 

(‘) и теорией поверхностей наложения .1. ,\льфорса, нами получен 
результат, из которого следует сходимость ряда и одновре-

менно ряда о,/։(а). 
(Л)

Теорема 1. Пусть ®(г) мероморфная Л|г|<^ функция 
конечного нижнего порядка >;а( £С,(/=1,2...(/)— конечный набор 
попарно различных комплексных значений, р(<ь 1,2...^); 2л-
—минимальное расстояние между точками аг,А — тот из ин
тервалов <?2 « котором |и'(/-е^ )—а) |<^т1п(р, 1) и в котором

шах 1п+ 1достигается ы-, ։——------1 |а'(2)֊ч.
такая постоянная К. зависящая только от ). (/С<7х> при /.<<»). 
что неравенство

; |/, 1 = ®'-. Тогда существует

ч

1-1

щах 1п -----------------------
1*1-'______ |а'(г)֊д< I

1Л |
Т (г) (1)

выполняется на некотором неограниченном множестве значений г 
Из (1) и неравенства Кошн-Буняковского вытекает

Следствие 1. Для мероморфной в |г|<^--и функции конечного
нижнего порядка выполняется

V Й"-(о) ао.

Пусть т, (г,а)=-2—>"4 где /1 = (г: |г| —г, (г) •

՝ Б
— г5гп1п (р,I) | Л |—.мера Л очевидно т(г,а)=т, (г, а) -ф О (I1
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и т(г'а‘ тг (г’а>
|Х|» ^|Л||Л|

тах 1п --------------
*1՜' |ш(г)-а< |

Теперь из (I) и (2) и неравенства Гёльдера вытекает
Следствие I (Вейцман). Для мероморфной 6 |г|<^ес. функции ко
нечного нижнего порядка выполняется

2£4|/3(а) <оо.
1<»

И. В сборнике нерешенных задач Хеймана (') приводится сле
дующий вопрос Винклера: Пусть »(г) целая функция (достаточно 
большого порядка) с п. 2 разными асимптотическими значениями 
а*,(Л = 1,2... я), Г*—асимптотическая линия, на которой гр(г) -а», л 
(г.а*,Г*)—количество а*—точек, лежащих на Г* и в |г|^г.
I) Можно ли найти такую функцию, что Л* Пт—1—* '* ' 1

'~х п(г, а» ) 
для А=1,2...л 2) Можно ли взять Л*=1, Л=»1,2...л.

Вопрос 1 и 2 можно образно перефразировать так; может ли 
на Г> лежать .достаточно много՜ и*—точек и может ли на Г» лежать 
.подавляющее большинство* л*—точек для А=1,2...л.

Как сообщил мне А. А. Гольдберг, ответ на первый вопрос по
ложителен. Следствие 2 из нашей теоремы 2 дает ответ на второй 
вопрос.

Теорема 2. Пусть З'(г) — мероморфная |г|<ос функция, /.* 
(£=1,2. ..п) — неограниченные односвязные области, такие, что 
и-(2)-^ац при |г|—-V и , п(г,а^Е^)- количество а^—точек в 
^ГН|г1^г)- Тогда

п Н|Т1 щг.а» ,1л I 
л(/\а* )

Если дополнительно предположить, что функция в'(г) — целая, то

* 11т л(г,а>,£д)^ ; 
п(г,аь)

Следствие 2. Для мероморфной А|г|<^оа функции к>(г) выполняет
ся

2 ь^2.
. *-1

Для целой функции ву(г) выполняется

>- I

Последнее неравенство и содержит ответ на второй вопрос Винклера,
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показывая, что для целой функции существует не более, Чем о.
значение, для которого й* = 1. •4'

Институт математики Академии 

наук Армянской ССР

Դ. II ՈԱՐՍԵՂՅԱՆ
Վերջավոր ստորին կարց ունեցող ւէերոմորֆ 

ղեֆեկտների ե անի մասին
ֆունկցիաների

Հ ալտն ի է (•/,, Պետրենկո (*’) ), որ 
մերոմորֆ |z|<^OO — ում uV(z) ֆունկցիա լի

и,*!*'(* nutHftftlf f{»ipn шЪл/лдгц

(Л) 3IZ2(U)

In lz*i* —-
?(«)

max In---------------
f 0/ ւ 11 |w(z — Ք)1որտե դ -( a )= 11 m---- ----------------------

'•♦X f(z)

ff լա и կոցմից ( *) ամեն մի S — ի (0</<ււ Հ ?ևրեւ ար
դասից ֆունկցիայի օրինակ՝ ո [՛ի համար * ((7 ) տարում ետ Լ:

ի 4ուց ՚սմ/lutfii (Jրոն ^"‘PUC մինչե հիմա punj

խտտանքում բերվում Լ մի արդյունք՛ "р{п/ բխում Լ ոչ

c‘“rrt’ 
մ անի

ւրո ցումիտւո ի/րոնր Lv'(z) ֆունկցիայի
արդլքքնքր ---  Vo**(d): երկրորդ

էր: հերկո/ աչ 

միայն V1I;(<2 

այլ նաե Վ^/ք 
սա մ բերվում |

'իինկլերի մ ի հարցադրման պատասխանր Լայդ հարցադրա մQ բերված Լ III՝ 

Հելմանի չլուծված (ոնցիրների ցուցակում (') k
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