
;|13’|и.>|1>.Ъ иил *М«Х1Н‘1*:Л1Ь|,-|,||Р|. Ищиц» 1Г |.|к31« 9Ь’|П1’3»Л,11Р
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСК О И ССР

ЬХУП 1978 "Т

УДК 519 «8

МАТЕМАТИКА
И) Л\ Мопс ис я и

О группах полулигейных преобразований

(Представлено чл.корр АН Армянской ССР Р А. Александрии эм 6/Х 1978)

Полулинейные преобразования впервые рассматривались в рабо
тах Сегре для линейных пространств.

В дальнейшем, с одной стороны изучались группы (и полугруппы) 
полулинейных преобразовании линейных пространств, модулей и близ
ких к ним алгебр, а с другой-категории полулинейных соответствий 
(вычисляются радикалы, многообразия и бимногообразия в таких ка
тегориях).

В работе (') рассматриваются некоторые вопросы общей теории 
полулинейных соответствий в рамках универсальных алгебр. Заметим 
еще следующий факт. Как отмечает А. II. Мальцев I ) детальная рае 
работка теории языка второй ступени представляется одной из цен
тральных задач алгебры и логики. А при исследовании выполнимости 
формул второй ступени, как правило, возникают алгебры (или модели) 
с разными системами операций (предикатов). Иначе говоря, формулы 
второй ступени порождают многообразия, или аксиоматизируемые клас
сы алгебр (моделей) с разными системами операций (предикатов!. 
Здесь возникают морфизмы—как пары согласованных отображении 
(полулинейные соответствия универсальных алгебр и моделей).

Известно, что группа полулинейных преобразовании линейного 
пространства расщепляема. Это замечание Бэра остается в силе для 
любых свободных (в категории полулинейных соответствии) алгебр, 
з также и для их производных алгебр. Более того, этот факт справед
лив для любых универсальных алгебр, обладающих (в категории поли
линейных соответствий) базой в смысле Марчевского (а также и для 
их производных алгебр). Иначе говоря, группа АнЬИ полулинейных 
преобразовании обладает полупрямым разложением:

Аи(/И=АиО°М1Х^
где А|Ц°Л/— группа линейных преобразований (т. е. группа <юычных 
автоморфизмов!). Однако вопрос о прямом разложении

АиШ—Аи1(0,/М X//

остается еще не исследованным.
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Полулинейное преобразование модуля ); /?( . • )^>

определяется как пара (7, •>) отображений ?ГА։Нр. \<й/? с условием 
в» 

?(։ • х )=|(«) • Т(х) 
для любых х£Р, ’£/?.

Множество всех полулинейных преобразований модуля Л1 обра- 

зует группу АиЪ'И. Полулинейные преобразования вида(?, в), где 

е-тождественное отображение, образуют группу Аи1(0>М. Это есть 
группа линейных преобразований модуля М и

Ло1‘О)Л1<|Аи1Л1.

Если свободный модуль .И определен над кольцом /? со свойством

Аи։/? (г), то ЛШЛ! -АиРУИ и справедливо равенство 

Ап1Л1 — Аи111,Л1 X ЛШ/?.

Для одного класса циклических модулей сформулируем следу
ющий результат.

Предложение. Если аддитивная часть модуля .И есть цикли
ческая группа и каждый ее ненулевой элемент обладает нулевым 
аннулятором, то Аи1Л4=Аи1(<мЛ1.

До каз а тел ьст во. Пусть Л4=<р ( ); R ( ;) >, Апп (лс) ==0 

для любого х Он образующий элемент. Если (?,•>)€Ли։Л/. 
то для любых ненулевых у€Р и г£/? имеем

у=та, 
га=па, 
уа=1а, 

^(гу)—^\г(та)\=^[т{га)\=^(тпи)=тп^а=п։п1а—т1па=т1га^=гп11а1 

где т,п,1££. Одновременно: ■ ОК
* * ««в

= ,^/’<р(/па)=фг(/п<р« )=фг/л/а, 
и потому 

пп1а=-^гт1а, 

(г—Ьг)/п1а=0. 

Если циклическая группа ф( ) бесконечна, то т1а ^0 и, следо-

вательно, г—';г. Если же циклическая группа <?( )—конечного по
рядка |р|=л, то нетрудно заметить, что НОД ($,/)=!. Следовательно 

«*•
и здесь т1а >0, поскольку Таким образом •{/=£.

Следствие 1. Если аддитивная часть модуля Л1 есть беско
нечная циклическая группа и некоторый ее элемент обладает нуле
вым аннулятором, то АиЬИ=Аи1(0)ЛТ.

Следствие 2. Если аддитивная часть модуля М есть цикли
ческая 1 руппа простого порядка и некоторый ее элемент обладает 
нулевым аннулятором, то Ли17И=Аи1(0/Л1. 
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Будем говорить, что группа Ли1'ЧИ обладает нормальным до
полнением, если она обладает дополнением в решетке всех нормаль
ных подгрупп группы А>ЛЛ1. Иначе говоря, группа //является нор
мальным дополнением группы Ан1(0։Л1, если и только если

/7։21АиШ, Ли։.И=// • Ли1‘0|Л1, /У; 1Аи1(и’М=(е)

Каждое нормальное дополнение группы АиРФЧ, для свободного 
модуля М (определенного над кольцом /?), изоморфно группе Ли։/?.

Л е м м а. Для линейною пространства М, определенною 
над телом р, группа АиСЧМ не обладает нетривиа и,ны и нор
мальным дополнением.

Если /У—нормальное дополнение группы АпГ^’Л! и (?,|)^//, то 
для любого линейного преобразования вида

?* (Х)=>.х, Х^/7 

справедливо равенство

Откуда и вытекает равенство М— ). для любого 1£р.

Для каждого автоморфизма ^Аи|Г определим морфизм ?г£Аи«3 
по правилу:

?*(*)—Мч^хФ- Ф(’л)вя.

где лс = $։е։ ; и совокупность |е4|<е/—база.
Теорема. Пусть пространство М определено над полем и 

группа ее линейных преобразований совпадает с группой всех подо
бий. Если

АиЬИ—АиГи’Л1 X О
для некоторой нетривиальной группы О. то существует нетри
виальная группа Н такая, что

АиР°>ЛГ=Аи1<°>ЛТХ//.

Доказательство. По предположению существуют нормаль
ные подгруппы Аи1‘»’Л1 ПАиБМ н О . I АхИЛГ такие, что Аи(<°>Л1 = 
=*Аи1*«»Л/,<7^0, ОГ|Айй53Л/=(*), Аи(/И=О ■ Аи1<“’Л/.

Можно предполагать, что:

Аи1,0’Л!=(ф1>.....?х< .....  (?։• *։)..... (?/ • ՝>))..... !-

п=(^,։........ .................(?Ч-ИП)..........
Сперва покажем, что каждое линейное преобразование - . Лл0. 
обладает представлением

?х=т>( где ?*( £ .ЛЦГ^’Л/. (Т

Разберем все четыре возможные случая:
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I- ?х=фм • Ф<и).
-֊

2- ®х=(?/. Ф>) • ?“*'’՛

з. ®Х=(Т/, фу) • 
. 1 и*։.4. фк = , ср »

Первис два случая с очевидностью отпадают. Покажем, что тре
тий случай также не реален. Если

?*=(?) .ф/ )-(?<п.ФО1).

т<> /'>=«։ ;у-| и ( |?<о ]->։ фу) Поскольку (т/,Ф/)£ЛиР'Л!, го

(?\ м(®/.Ф/)(М-1.б) =

= (?'®/(?х)՜1. Ф/)—(т’т/’р1՜1 ,Ф;)= (Ф/Фх **Л ф/КА։й<°'/И

и следовательно, АпРв,ЛГ.

Аналогичным путем, исходя из условий (|<р։։)|՜՛,Ф/)£О, |Аи1Л1, 
- I ~ —

получаем ?‘՜ Ъ£(/■
Таким образом,

ОпЛи1|"*Л1 
и потому ■՛ 9

'>/ , ==е.

). ~1 фу). — |

Ф/ = х,

т. е. ф/= е. Противоречие!

Теперь мы заключаем: 
։ 1 1**’ ?'=?Х' • <?Л , 

где
?Л» £ Аи։П9Л1, фхЬ>

Далее устанавливается, что нее элементы группы Аи1'"։Л1 явля
ются на самом деле линейными преобразованиями, т. е. если

(?/ . Ф) ) € Ли1'и’Л1, то фу =г.

Для > У=0, если ^Аи1։°ЬИ, то 

?х?) = ?/

2ВД



Ы'') ?’(?/•<).

?у д-։

Ъ ’ => •
Если же •<?’££// то

(?/1 'Ъ ) ?' (?> '?/ ”')=Ь ?’?/

С другой стороны, существует линейное преобразование т(7 о, 
такое, что

?/ =?,- • т՝.

Следовательно, если ?>•£(/. то

—։ -։ —1 -
?՛•?'(?’•)-’?г =ч>г ?' ?- =ч'! ՛£ а.

♦/ Ъ ъ

Одновременно, из соотношения (<?/, Ф/ ) £ АЩ(0’ М следует

Т • (Т/ .՛>?)■ Т' ՛= (?'¥՜ Т’'?х ’•'?/)€ Ач»։'^Н,

= ф’Г/ г՜’։ £Ан110,Л/.

Из ранее доказанного факта 4'/ вытекает *' и по
тому

о1+/ <к-։)—!>■ ) .

Таким образом:
?^Лх֊‘><ЕОПА^'И 

и потому

В общем случае, поскольку ф1 =? ' -4՛ • имеем:

().)=">, (>., • ),<*)) =ф/ (Х։ ) • 'Ь

28' >



Иначе говоря, все элементы группы АнО^А! являются линейны
ми преобразованиями.

С другой стороны из предыдущей леммы следует, что линей
ная часть Н группы (7 нс является одноэлементной.

Следствие. Если то для любого автоморфизма

Аи1Г справедливо равенство |(Х)=яХ.
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