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Всюду под словом „граф” будем понимать конечный неориенти
рованный граф, без петель и кратных ребер. Все понятия и обозна
чения не определяемые здесь, можно найти в (։).

В настоящей работе обобщаются теорема Дирака (։) и резуль
таты работ (з ։) ня случай покрытия вершин графа Л- вырожден
ными подграфами (*).

Граф О = (1/, А') называется вырожденным, если минималь
ная степень любого его подграфа меньше к. Числом а*(0), 4 1,
вершинного к-разбиения графа О называется наименьшее число 
к- вырожденных подграфов, покрывающих 1^(67). В частности, 
։։(О) — хроматическое число, 3,(0) — число вершинной древесности 
графа О.

Граф О назовем (*, к)- критическим, если О — не содержит 
изолированных вершин. а*(О) = ՛՛ и дли любого ребра х£А(0) имеет 
место а*(О—х)<»—1,

Теорема 1. Для существования (», к)- критического (■< ?• 1 
при к — 1, м>3 при к ՝ 2) р-вершинного графи необходимо и 
достаточно, чтобы имело место р1^к(>—1)֊: 1 и р^к(>—1)4-2.

Необходимость. Пусть 0 = (1/, А՞) является («, Л)-кри
тическим графом. Очевидно, р(О) к('֊ 1)4-1. Покажем, что 
р(0')=М(*-1Н 2-

Предположим обратное, то есть р(И) — к(*— I) 2. Гак как и 
любом (՛<, А*)-критическом графе для всякой вершины ։՛£ I (01 сте
пень р(г) Аг(*—1), то *(»-!) (-2 = />(О) >2*(*- О х(<7) + 2. где 
*(б) связность графа О. Следовательно. *(О) А(» 1). . 1егко заме
тить, что х(О’) = к(‘ 1), то есть существует разрез ) = |у։, У?- .
уАг(» 1)|СУ(О) такой, что всякая вершина из множества |п։, с. 
~ 1(0՝) У смежна со всеми Bepiiiiiiia.Mii из ) . Значит подграф ) 
графа О, порожденный множеством вершин К, не является полным 
•։, следовательно, существует У։сГ такое, что >։ является (* Н- 
• вершинным ^-вырожденным. С другой стороны, р( 1(0') ), )-
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= 2) ; 1 и так как («։ гг)(:А'(6), то яД 1'(О՝)4-Г, ) = »- ֊2.
Следовательно. ։*((/) = *֊ I. что противоречит условию (*, Л)*крц. 
тнчпости графа О. *

Достаточность. Пусть /) = £(>—-{-2/, где 1—0, 1. 2,...
Докажем, что р- вершинный граф

где А/ — / -вершинный полный граф, Ст — т-вершинный простой 
цикл, является искомым.

Так как яДО) для любого графа О, то аДИ'՛*'՝
I Л .1

՛. Остается показать, что \Г’*С‘-ч-1 2--1+3—л)<*— 1 для любого ре

1. <Х(А').2. лех(к*(._1)-з),
3. аЩК1). ЮЖ-н-։).

В случае 1, очевидно а*(А'' 4-А*«з- л) = 1, а для оставшейся не
покрытой части Л*(.-2> рассматриваемого графа, ։л(А'»,,-2|) = ’' « 
Поэтому л)^>— 1.

Пусть к = '3. В случае 2 имеем я,(А'/—г>)= I, в,((А\,_2)4֊/<1)-а) 
= < 2, где \'( А',) = [-в| с: У(К1). Значит, ։4(С3-’ ' — х у— 1. Если же 
имеет место случай 3, то в качестве -и выбираем ту вершину из А*, 
которая смежна ребру л, и рассуждаем аналогичным образом.
282 I

бра л£А'( 1Г*1’
При к 3, включим х в А*(,-2?+։ и граф

и՜՛*1՝ О-2.2/+3 представим в виде соединения А\(,_?)+|-|-Ю *-3-’'+\ Тогда 
ук( №*<՝ *)-?.2'+з_.г)<а^Л^,-2>( 1-л)-ЬаА( Ш*֊’՛•։•'+’) = *-!.

При к 3, х£’Л’(/Скг.1)_'?) включим х в Ц7*-гл'*з н Граф 
№'*<՛ 1>-2дмз представим в виде соединения А'*(,_2)4- П7‘ 2-2,+3. Легко 
заметить, что а*( А*(,_2>) = >—2. аА( и/*՜2-2'43—л) = 1. Следовательно, 
вновь и;'*'՝-1)-г,2/чз—1.

Очевидно, де'*Г’-и-2.2»+։ является (V, /г)- критическим и при 
£ = 1, 2.

Пусть теперь р = к(ч—1)4-4-|-2/, где 1=0, 1, 2........ Докажем,
что искомым графом будет р- вершинный граф

= К‘■{֊ К^-з,
где

А'(А') =

У(А/) = |т>։, -г՛,.......... ф2/+7|,
3 2Г+7
и <(г/1'0/)и(^/))и(^1)и(^2/+7 и
։-2 1-6

2»+6
и и (^(+1) 

1-6

Аналогично предыдущему случаю, легко подсчитать, что »•
Пусть к 3 и л = (аЬ) — произвольное ребро графа О*’՛'. Покажем, 
что а^(0*-’’г—л)^>—1. Возможны следующие случаи:



Пусть k - 4. В случае включим х и Л;„_2, , и
граф (ik ■' представим в виде соединения (К1 | А'». |-А\._2) ,. Легко 
заметить, что а*( G*’'—х) ’*(А'- -^_,)4-ал(Л'»(,_22+1_л-) = ,-i. На
конец, пусть <։ з V (Аг), А£У(/Сц,_1)_3). Тогда вершины а и b вклю
чим в К»(»-2)+1 и граф G*’-' представим в виде соединения К„ь р 
+ ((А— °)4*A։) ■|’Л»-։, где V(А։)^1 (Ati.-a, ։)иИ(/С^—a). lie трудно 
проверить, что при этом оа(АС*։,_։։+։—(а6)) = >—2։ аЛ(((Л''֊ац-Л'։)-|֊ 
-|֊Л'»_4)=1. Следовательно, G*’-' является (*, Л)-критическим гра
фом при k >3.

(•*, I)-критичность графа О1’-' очевидна. Рассмотрим случаи 
А =2, которому посвящена работа («՛). Покажем (3, 2)-критич
ность графа Л'/4-А'։. Пусть — |т>|, х = (V г՛,) (соответственно 
х = (у и4)). Очевидно, подграфы графа А'Ц Л', х. порожденный вер
шинами у, Т’։, у». (соответственно вершинами у, г։, гь, г։) и по
рожденный остальными вершинами графа К'+К\ — х, являются 
2-вырожденными. Если же х^Х^К1 ЬА'։)\|(^ г»,), ("и гД. то легко 
заметить, что ։։(А/4- /<։— х) = 2. Так как ։։(А7 -}- Л,) = 5 и

’,(АЧ А։)
«ДАЧА',) I = 3

2
то (3, 2)- критичность графа К' А։

доказана. Пользуясь этим свойством графа и представлением
С2՝-'= (Л' + АД + Азе-։), легко убедиться в (*, 2)-критичности гра-
фа G-'-’7.

Все случаи исчерпаны, теорема доказана.
Очевидно. (3, 1)-критические графы—суть простые циклы 

нечетной длины, а К, — единственный (2. 1)-критический граф. 
На вопрос существования (2, А)-критических графов отвечает сле
дующая

Теорема 2. Для существования (2, А)- критического р- 
вершинного графа необходимо и достаточно, чтобы и.нело мес
то р".՝ А 4- 1.

Действительно, достаточно рассмотреть граф А*_2 ֊г-СР-* .՛.
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Գրաֆր կո չվում է է - այլասերված , եթե Նրա ցանկացած ենթաղրաֆի 
էքինիմաք աստքէճանր փորր Լ ի- իցէ *հրավ»ի ւ/ա ղաթ ա քէն է — էՈրոհման թիվ Յյէ(Օ, 4^1, կոչվում է ղաղաթնե րի I ((յ | րաղմա թ քունր ծածկող է - արա* 

ս Կ’։1ած ենթ աղրաֆների նվաղաղու լն թիվրէ (/ է1էէաֆԸ կանվանենք ( 
- կրիտիկական, եթե 0»Ն չի ւղարանակ/ււ մ մեկուսացված ղաղաթներ, 

2է ((]) = V ե ցանկացած .Հ*է.\((/) կ*ղի համար տեղի անի Հ/ք ((1 — X) 7—Լ
Թեորեմ 1. Որպեսզի գոյություն ունենա (հ £)-կրիտիկական (։/^4 երր է = |, ՝<>3, երր /?^2) բ - գագաթանի գրաֆ, անհրաժեշտ 1. 1ւ րավա* րար, որս|եսզի տեղի ունենա —1)-ի1 և —1)-է2'

ЛИТЕРАТУРА—ԴՐԱ ’։ Ա Ն II b Р 5 II Ւ Ն
1 Ф Харари, Теория графов, .Мир", М.։ 1973. 1 О. Ore, The four-color prob

lem, Academic press. New York, London, 189—191, 1967. 3 H. V’. Kronk, J. Mllchem. 
Critical polnt-arborltlc graphs, J. London Malh. Soc., 9, No. 3, 459—466, 1975. 4 H
Bollobas, F. Harary, Point arborlcUy critical graphs exist, J. London Malh. Soc„ 12. 
No. I, 97 — 102, 1975. 5 D. R. Link, Л. Г. White, k-degenerale graphs, Canad. J. Malh? 
22, 1082-1096, 1970.


