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(Представлено чл.-корр. АП Арчинской ССР Р. А Александрином 4/VII 19*8)

Пусть 2+ конечная односвязная область в комплексной плос­
кости, ограниченная гладким контуром /, а 7.՜ область, дополняю­
щая 7. + (Л до полной плоскости. Положительным направлением на I 
будем считать направление, оставляющее /+ слева. Рассмотрим сис­
тему сингулярных интегральных уравнений:

Lu(t0) ֊ /Ч/О)п(/0) В(10) Г u(t)dt
*1 J t-l0

^СМ/)1пЛ_М(Л

/

Я(/,/0)«(/)Л = Г(/о), (I)

где /0£/, /£/; »(/) - (м։(7) ... чп(1)) искомая вектор-функция на /; 
/(О = (/,(/)... /п(0) заданная вектор-функция на /; 4(/), 8(0, а(О, 

Ь(О, Н((, 1а) пхп - матрицы-функции, причем имеет особен­

ность при / = /0 не выше логарифмического порядка. В (I) под /« 
р —-£-^ соответственно под 1п 1 ПРИ заданном подра­

зумевается ветвь, непрерывная в точках (£7 ՝ 1Л(1£7~иI) при / ~/0 и 
обращающаяся в нуль при 1=0(1—со). Можно всегда предполагать, 
что 0£7*\ Введем обозначения

Д 8 = Р(1). Л B = Q(f), a-=p(t), * у =<?(/). 
ds ds

։*Ле — есть производная от точки контура по его длине. J равнение 

(О называется уравнением нормального типа, если ‘let Р(() ^0, 
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detQ(/) 0 всюду на /. Уравнения нормального типа полностью изу­
чены. Мы рассмотрим случаи, когда /J(Z). Q(t). p(t) и q(t) имеют 
разрывы первого рода в точках t контура /, п па интервалах 
/,...,/.v между точками разрыва бесконечно дифференцируемы. 
Причем матрицы-функции Р(/) и Q(/) на каждом интервале 1т со­
храняют постоянные ранги г(т> и г1™1 соответственно, (г'м։ и мо­
гут и не быть равными и), т = \,..., N. Уравнение (1) назовем нетеровым 
н классе функций Н если однородное уравнение /д/=0 имеет конеч­
ное число (£,) линейно независимых решений и(;Н, а неоднородное с 
правой частью /, имеющей в точках /։, разрывы первого рода 

и такой, что — £/7 на каждом интервале 1т, разрешимо в классе 
dt

Н тогда и только тогда, когда

)(/('). г7(/))<//=0, ........I ’ (2)

(/(/), ®;(/)) (3)

где т՛,....... г՛*,, то.......... .... некоторые л- мерные вектор-функцни.
Причем эти условия линейно независимы, т. е. никакая нетривиаль­
ная линейная комбинация выражений (2), (3) не обращается в нуль 
при всех указанных вектор-фуикциях /. Индексом уравнения (1) на­
зовем число: 1пй I /г3. При исследовании нетеровости урав­
нения (1) важную роль играют скалярные функции р0(С) и <?0(/), 
определяемые из равенств (при |Е|-»оо):

<1еЦ;Р /’)=Ро(0։г/,4-о(5г/’): =?п(Г)Го+о($го) (4)
где числа гр и гу на каждом интервале 1т совпадают с /'£"՝ и 
соответственно, т = I, ..ДГ.

1. Случай гладких коэффициентов, (т. е. ^ = 0, а Р(/) и (?(/) 
сохраняют на / постоянные ранги гр и гд соответственно). Этот слу­
чай рассмотрен в ('). Нами получен эквивалентный результат, только 
проще поддающийся проверке и вычислению:

Теорема I. Уравнение (1) с гладкими коэффициентами яв­
ляется нетеровым в к /ассе Ге.льдера с показателем о^>О тогда 
и только тогда, когда р0(() и у0(/) не обращаются в нуль на кон­
туре I. Причем

md Л = ֊ larg9o(0|z- 11arKp0(t)]/, (5)

а в условиях разрешимости уравнения (1) отсутствуют условия 
виоа (3). :

Замечание. В теореме 1 класс Гельдера можно заменить на 
любой разумный класс, в котором сингулярный интеграл непрерывен.

2. Случай разрывных коэффициентов. (Впервые изучался в (2)).
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Вннду трудностей исследования поведения решении в окрестности 
точек разрыва, будем искать решения уравнения (I) не я классе 

Гельдера, а в Соболевском пространстве Н„ - —. норма 

II « II» в котором определяется следующим образом. Пусть -£/ фик­
сированная точка. Обозначим через $(/) длину дуги (-, на ко­
торой направление от - к / совпадает с положительным направле- 

*
нием на I. Положим и(?) = (<?*'"> Тогда || и [| ֊ = (|?н(;)|ч/:.

■ — X

Очевидно, /70 —/г(/). Как известно, если выполнены условия нор­
мальности, то для исследования решений уравнения (1), изучается 
жорданона форма матриц 0)Р((т 0)) Р-'(1ю-0)СЩт-0).
т = П, (л). В нашем случае, вместо этих матриц изучаются 
матрицы-функции

Лт(В) = (5р(/т+0)+</(/« 0)) '(֊Р(1т 0) р(/я 0))

(;Р(/гп-0иМ/т-0))-’(;^(/т֊0) ?(/я-01), т = I. .. . Л' (6)

Рт(5) = (^(Ъп-0) I р(^-0))֊|('0(/т -0) ?(/„-()))
Х(Ю«т 0) . ч(1т 0))֊'(֊Р(/т 0) р(1т 0)), т = 1......... V (7)

Вместо приведения к жордановой форме, /?„,(:) и р„(։) приводятся к 
виду:

Л'-'(Е)/?я1С-)А^) = <11ае|(Л1т/ !-О(5֊։))г '|;_0+О(֊-’) (8)

/“1(=)Рт(П/^)=Ла?|(|‘т/ ; СХ:՜3). <*>

где А’^(с) и /т(;) есть п п - матрицы-функции, имеющие при |:|-*оо 
вид

Хм(е)«/Л֊1-0(5-’) (10;

с невырожденными п X п- матрицами ( постоянными) кт и /т 
б1а£ | ... | означает квадратную блочно-диагональную матрицу, у ко­
торой на диагонали стоят блоки, указанные в фигурных скобках;

и Л1т,у невырожденные матрицы (постоянные) размером п„) 
Хпт; и ՝>т1Х՝>п1- соответственно, приведенные к жордановой форме. 
Случай, когда лту=0 или *т7=0 не исключается, н этом случае 
будем считать, что соответствующий блок отсутствует. Однако, если 
постоянную матрицу всегда можно привести к жордановой форме, 
то матрица-функция к виду (8), (9) приводится не всегда. Л именно, 
имеет место следующее утверждение

.'I е м м а 1. Пусть задана п X а-матрица-функция /?(;) = 
Г

= V руС/и 0(^4, где р|։ ..рг некоторые постоянные матрицы. 
/-о

Тогда существует п ц~ матрица-функция Л(:) = Л с не­
вырожденной матрицей к, такая что

)/<(■)--(/ 0(5 ,))лак'|/п;/-/|;_о
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где Т п \П матрица с линейно независимыми первыми П—п. 
столбцами: /п) единичная njXnj — матрица; п0....... пг неотрица-
тельные целые числа, однозначно определяемые по /?(:). Для 
того, чтобы также существовала п\ и — матрица /(;) = / 0(;՜’) 
<՝ невырожденной матрицей у, такая, что

Z-’(:)/?(=)z(O = dlap{(A1/-LO(;-։))^֊>};„o4O(E ’)
где Л1/ невырожденная nfxnj — матрица, J=0, ... г, необходимо

/՛ 
и достаточно, чтобы главные миноры матрицы Т порядков v „

Го ' 
р — О, 1, .... г были невырожденны.

Заметим, что после умножения ня :* матрицы (6), (7) приобре­
тают вил. рассмотренный в лемме 1 с г = 4. Поэтому эта лемма пол­
ностью решает вопрос о приведении к виду (8) и (9). а алгоритм 
приведения строится при доказательстве леммы. Нами также выясне­
на снизь между представлениями (8) и (9):

.1 е м м а 2. Имеют место равенства nrnj=՝>mjl т=\,..., N, 
/ = (1, .... 4. Собственные числа матриц Л1ту и пт1 совпадают, при­
чем совпадают и кратности этих собственных чисел.

Нами рассмотрено уравнение (1), для которого имеют место 
представления (8) и (9) и при каждом т=1, .... И матрицы 
II O)|Q(rm 0)|| и || P(^-0)|Q(/m—0) || имеют ранг п. Для эко­
номии места мы сформулируем соответствующие результаты лишь в 
случае, когда коэффициенты уравнения (I) в окрестности точек раз­
рыва кусочно постоянны. Но в конце вкратце укажем, какие изме­
нения будут в общем случае.

Теорема 2. Пусть скалярные функции p0(t) и </„(/), опреде­
ляемые из равенств (4), не обращаются в нуль на контуре I. к 
каждое собственное число ). матрацы Мтр m = l,...,N, /== 
— (>,...4, удовлетворяет неравенствам

arg а =/= 2x։֊։.g-.i - (ц)

гое ц — 0, 1, 2, . .. при j = 1, 3, и g = 0, 2. 4, ... при j = 0, 2,
4. Тогда уравнение (1) нетерово в ---- — . I

2 2
Замечание. При /=1, 2, 3 можно ослабить условия теоремы! 

2. а именно, потребовать либо выполнения неравенств (II). либо вы-1 
полпенни некоторых простых условий от матриц ;ш п определяс | 
мых из равенств: t I

<=Р(/я,֊0) p(tm 0)) 0)) = Тя1; 0(5֊՛) (|2||

Гогла условия теоремы 2 становятся также необходимыми, а фо|’ | 
мула индекса, которую мы получим ниже, не изменится. I

Геперь введем числа х^, т — 1....... N определяющие вклад раз-1
рывов в индекс уравнения (1). Зафиксируем т и произведем слс-| 
дующие построения. I

I) Определим формальные элементы где / комплексно’'] 
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число у и к неотрицательные целые числа. Обозначим через Г ли­
нейное пространство конечных формальных сумм всевозможных та­
ких элементов с комплексными коэффициентами. Пусть Лт1, .. .. 
нее жордановы клетки с учетом их кратности матрицы <Лаи{А1ч/}' 
с собственными числами )............ )т> соответственно. Обозначим через
Рли размер клетки Л^,,. 5=1...., б. Каждой клетке Лтз противопос­
тавим два множества р„г —мерных формальных векторов вида

/^4*1 \ /^4>1 \
| | / ,у4>։ 1

: н г*= :

с компонентами из Р следующим образом.
Пусть лежит в Мт). Тогда если у=1 и 1те--’"/т5>0 или 

у =2 и не есть полэжигельноз число, то полагаем
Рги I

«,.* = 2
>-0

•1 Р/л$*

где числовые коэффициенты. Если же / = 3 и Imе~2:аЪ.п5>0. то 
полагаем

V X*' /<Хтт.« k = | 
ГГО

•• 9 ms-

В остальных случаях Щ или 1'$ полагаются равными пулю. 
/и' \

2) Для формальных п — мерных векторов С — I * I и 
\£Д/

/^1\
= I ’ I равенство Чт^-^ггЛ/ = 0> гле матрицы и 2т опреде- 

у
ляются из (12)» представляет систему уравнений относительно коэф­
фициентов Число есть размерность пространства нулей ^т<>ц 
систе мы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2.

lnd£ =V

—п— nmi
2

(13)

arg)mA. выбирается в интервале L’-'i—^<^arg/<^2nz cQ onpt 
деляется в начале статьи: пт1 размер матрицы М/п в (S). /и<.п' 
kt условий вида (3) удовлетворяет оценке:
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(4//-Г<>'">-г։«|-2мт։). 
րո * 1

(14)

Замечание 1. Если коэффициенты уравнения (1) не кусочно 
постоянны R окрестности точек разрыва, то к условиям нетеровости 
добавится условие на производные слева и справа в точках разрыва, 
а член, зависящий от этих производных добавится к формуле 
индекса. I

Замечание 2. Если условия нормальности не нарушены, то 
нетрудно проверить, что правая часть в (14) обращается в нуль, а (13) 
обращается при я — 0 в известную формулу индекса в пространстве 
/г. , 11

Замечание 3. В случае, если в точках ........коэффи-
.V

пиенты фактически не терпят разрывов, то Л։=У (2м—г^՞’). 
л-1

Этому же числу равна правая часть в (14) и ня столько же отли­
чаются формулы (5) и (13). В этом случае условия (3) являются 
условиями на скачки нектор-функинн / в точках /։, ..., /у.

1 репинский политехнический институт

II. Դ. ՌՈՒՐ1ԷՆՈՎԻ2 

1<«պլ|որլ <]ործսյ1||ւցներու| սիէպուլյար |ւն։ոԼ<|րսւ। հսււ|ւսսսւրումնԼր|ւ ւքասէւս

Հոդվածում դիտարկվում է կոմպչերս հար(ժ ու թ լան ողորկ / կոնտուրի 
,/ր.ս (]) հավասարՈԼ մր! 1Ւործակիցքեր հանդիսանում են Ո X
— մատրից֊ֆունկցիաներր, Ա = ....... //„(/)) որոնելի վեկտոր֊ֆունկ-
դի ան Լ , իս1/ ք =(Հ։(/)։ ..,/„(/)) <•«/անի վե/րոոր- ֆ ա սՀն է, II.լս Հա»
'/ ա ո ա րմ ան համար մւո ։րյա ւ! է ն լո ո> ե ր ու ի/ լան Կասկադոդու խլունր ո/լն դեսր 
րոէմ, երբ նորմաչու ի/լան ս/արքաններր (1е1(Д(/) Л(/))/ О, с!е( А(1) -

խախտվում են, իսկ դործ ակիրյնե րը անեն /р է у խդման 
կետեր։ 1Լշխ աւոանրո։ մ ւււոացված են (1) հավասարման ն չոաերա քժլ ան որոր 
•I աններր Հաշված Լ նրա ինդերոր ք րանաձե (13)^/

Л II I Е I» Л 1 У Р А — Դ Р II Կ 1Լ Ն II !• Н 3 II |. Ն
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