
2U3»ilL‘i IL1. IIII2 9-|>$ПМ*-ЗПЬЪЪЬРЬ UJiH.Q-birbU.3l’ аЬМПЬ38ЪЬ0
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОМ ССР

1978

УДК 519 48

МАТЕМАТИКА

А. Г. Григорян

Кольца эндоморфизмов модулей над малыми предаддитивными 
категориями

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР Р А Александрином 5/Х 1978)

В настоящей работе мы формулируем ряд теорем о характериза
ции некоторых классов малых предадднтивных категорий С с помощью 
свойств колец эндоморфизмов тех или иных С-модулен. Эти теоремы 
обобщают известные результаты, относящиеся к модулям над кольцом; 
вместе с тем некоторые из этих теорем отличаются от соответствующих 
теорем для модулей над кольцом (см. замечания Г—4՞).

I. Категория К называется предаддитивной, если для любых ее 
объектов р н q множество Ноп1л(р,7)— абелева группа, а композиция 
морфизмов билинейна. В дальнейшем через С будем обозначать про 
нзвольную малую предаддитнвную категорию. Контраварнантные адди
тивные функторы из С в категорию абелевых групп называются С-моду- 
лями. Категория Mod С всех С-модулей является естественным обобще
нием категории правых модулей над некоторым кольцом (подробнее о 
С-модулях см (')). Все рассматриваемые кольца предполагаются ас
социативными н с единицей, а модули над ними—унитарными и правы
ми. Запись гомоморфизмов модулей производится слева от аргумента. 
Обозначения: ОЬС (иногда просто С)— множество объектов кате
гории С; С' —категория, двойственная к С; |S|—мощность множества 
S; Лх = Ноли (—, X), где X—объект некоторой категории К; J(R) 
радикал Джекобсона кольца R. >(<->—прямая сумма ш экземпляров 
С-модуля А! (ш — некоторая мощность). Правым идеалом категории 
С называется С-нодмодуль С-модуля Лр = Пошс. (—, р), р£С. Пря
мые суммы С-модулей //;„ где р^С, называются < вободны ни С-моду- 
лями. Заметим, что не всякий свободный С-модуль -образующий 
(категории Mod С). Назовем р-рангом {рангом) свободного С ио- 
иуля мощность множества слагаемых hp для данного

р£С (сумму его р-раигов по всем /э(С). Свободный С-модуль, име
ющий ненулевой р-ранг для каждого р£С, будем называть строго 
свободным. Ясно, что всякий строго свободный С-модуль образу
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ющий. Скажем, что строго свободный С-модуль равномерно ы-поромс- 
ден (ш —некоторая мощность), если все его р-ранги равны ш. Класс 
С-модулей 5 называется абстрактным, если и Л1՝֊.\՛' рлекчт 
N^S. Пусть G — проективный образующий категории Mod С и Е = 
=1 ioniModc(fi.G). Тогда //''—) 1отм .и (G, ) функтор из ModC в ModE. а 
G- левый Е-модуль. 11азовем Е-модуль Л1 полным, если М^/Г‘(М L(j) 
Скажем, что С-модуль М G-порожден, если существует точ
ная последовательностгь С-модулей О- К ֊G-.ll -О; если при этом 

[А՜ также G-порожден, то Л1 называется G-связанным. Модуль над коль
цом R называется 1-связанным, если он R-связан. Будем называть (аб- 
страктным) свойством модулей произвольную функцию а, сопостав
ляющую каждой малой предаддитивной категории С некоторый(абст- 
рактный) класс С-модулей ас- Если а-свойство модулей и С-модуль W 
принадлежит ас, то будем говорить, что М обладает свойством а. 
Скажем, что свойство модулей а —(частичное) й°-свойство, если для 
всякого (для всякого G-порожденного) С-модуля .И 7И£ас A°(.U)(aE. 

|Свойство модулей а назовем (частичным) //-свойством, если а (час
тичное) й°-свойство для всякого проективного образующего С-мо- 
|дуля О.

По аналогии с доказательством теоремы 2.1 из (2) доказывается
Теорема 1. Если а—абстрактное частичное //-свойство модулей, то 

)ля всякой налой предаддитивной категории С равносильны утверж
дения: I) все С-модули обладают свойством а: 2) все полные цикли
ческие модули над кольцом эндоморфизмов любого проективного обра-

вующего С-модуля обладают свойством а; 3) все конечно связанней 
Циклические модули над кольцом эндоморфизмов любого проективного 
образующего С-модуля обладают свойством а; 4) все I -связанные мо
дули над кольцом эндоморфизмов любого проективного образующего 
С-модуля обладают свойством а; 5) существует такая мощность и», что 
все I-связанные модули над кольцом эндоморфизмов любого строго 

\ свободного С-модуля, р-ранг которого для каждого р£ С превышает и>, 
[обладают свойством а.
\ Более того, если а—абстрактное //-свойство, то этим утверждениям 
равносильно: 6) все полные модули над кольцом эндоморфизмов лю
того проективного образующего (некоторого строго свободного) С-мо- 
Куля обладают свойством а.
I Аналогично доказательству предложении 2.4,2 10 и 2.9 из (-) до
казывается-
I Предложение I Инъективность модуля—абстрактное//-свой- 
и г «о; проективность модуля—абстрактное частичное //свойство, 
юложимость модуля в проективный абстрактное частичное //՛ - свой-
(тво для любой мощности ՝|ОЬ С| и равномерно и-порождённого
острого свободного С-модуля F.
I Пз теоремы I и предложения 1 следуют формулируемые ниже 
■горемы 2—5,
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2. Категория С называется классически полупростой (’■*), если 
С-модуль Лр есть прямая сумма минимальных правых идеалов для 

* каждого р$С.
Теорема 2. Для всякой малой предаддитивной категории С рав

носильны утверждения: I) С классически полупроста; 2) кольцо эндо
морфизмов любого С-модуля регулярно (в смысле фон Неймана); 3) 
кольцо шдоморфизмов любого проективного (свободного) С-модуля ре
гулярно; -1) кольцо эндоморфизмов равномерно счетно порождённого 
строго свободного С-модуля регулярно. "

3. Известно, что квазифробениусовость кольца R эквивалентна 
каждому из следующих двух условий, накладываемых на правые ₽-мо- 
дули: «все проективные модули инъективны՝» и «все инъективные моду
ли проективны . Рассматривая эти два условия для С-модулей, Хара
да (’) выяснил, что в общем случае ни одно из них не следует из дру- 
гого. С другой стороны, как показал Лещинский (5), эти условия оста
ются равносильными, если их наложить на С-модули и С'-модули од
новременно.

Теорема 3. Для всякой малой предаддитивной категории С рав
носильны утверждения: I) все проективные (плоские) С-модули 
инъективны; 2) кольцо эндоморфизмов любого проективного образую
щего С-модуля самоинъективно справа; 3) кольцо эндоморфизмов лю
бого строго свободного С-модуля самоинъективно справа; 4) кольцо 
эндоморфизмов равномерно счетно порождённого строго свободного 
С-модуля самоинъективно справа.

Теорема 4. Для всякой малой предаддитивной категории С рав
носильны утверждения; I) все инъективные С-модули проективны; 2) 
для любой мощности о»^|ОЬС| в кольце эндоморфизмов равномерно 
^--порожденного строго свободного С-модуля всякий конечно порожден
ный (главный) правый идеал—правый аннулятор конечно порожденно
го левого идеала.

4. Категория С называется наследственной справа, если все ее 
правые идеалы проективны. Кольцо называется риккартовым справа, 
если в нем правый аннулятор любого элемента—главный правый идеал, 
порожденный идемпотентом.

Теорема 5. Для всякой малой предаддитивной категории С рав
носильны утверждения: 1) С наследственна справа; 2) кольцо эндомор
физмов любого проективного (свободного) С-модуля полунаследствен
но справа; 3) кольцо эндоморфизмов любого проективного (свободно
го) С-модуля риккартово справа.

5. Категория С называется совершенной справа (՛), если все С-мо- 
дули имеют проективные накрытия. Кольцо R называется полурегуляр- 
ным (®), если идемпотенты можно поднимать по модулю /(/?), а фак- 
.о; кольцо /?//(/?) регулярно.

Теорема 6. Для всякой малой предаддитивной категории С рав
носильны утверждения I) С совершенна справа; 2) кольцо эндомор-
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физмов любого проективного (свободного) С-модуля полурегулярно; 
.1) кольцо эндоморфизмов равномерно счетно порожденного строго сво
бодного С-модуля полурегулярно

Схема доказательства. I) -► 2). Аналогично доказательству тео
ремы 3.9 из (в). 2) -► 3). Очевидно. 3) ֊> 1). С помощью предложения 
1.2 и теоремы 5.4 из (3) и теоремы 3.9 нз (’).

6. Категория С называется когерентной справа (7), если все се 
конечно порожденные правые идеалы конечно связаны По аналогии с 
доказательством следствия 1 из (8) доказывается

Теорема 7. Если милая предаддитивная категория С когерентна 
справа, то для всякой бесконечной мощности ш > |ОЬС| кольцо эндо
морфизмов равномерно ш- порождённого строго свободного С-модц гт 
когерентно справа.

7. Замечания. Г. Теорема 2 обобщает теорему 1 из (9) и тео
рему 3.5 из (|0); теорема 3—теорему 5 из (") и теорему 3 из (12| (см. 
также ('3)); теорема 4—теорему 3.7 нз (2), теорема 5—теорему I из 
(и) и теорему 3 нз (|5); теорема 6—теорему 3.9 из (6) и. наконец, тео
рема 7 обобщает следствие 1 из (։).

2°. В отличие от случая модулей над кольцом (см. ('°), теорема 
3.5; (2), теорема 3.5; (6) теорема 3.9) к списку утверждений, упомина
емых в теореме 2 (соответственно, в теореме 3. в теореме 6). нельзя 
добавить требование регулярности (соответственно, самоннъективностн 
справа, полурегулярности) кольца эндоморфизмов некоторого свобод
ного (или строго свободного) С-модуля бесконечного ранга.

3’. В отлично от случая модулей над кольцом (см. (2), теорема 3 5| 
условиям теоремы 3 не эквивалентно требование самоннъективностн 
справа кольца эндоморфизмов любого свободного С-модуля.

4*. В отличие от случая модулей над кольцом (см. (*), следствие I) 
свойство правой когерентности нс переносится с категории С на кольцо 
эндоморфизмов любого свободного С-модуля. В этом смысле некото
рым утешением служит теорема 7.
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Ա. Դ. ԴՐիԴՈՐՅԱՆՓոքր ս|րեղաւփսփվ կատԼզոր|։անԼր|ւ վրայի մույների էնրյււմորֆիզմնեւփ օղակնԼր
Ներկա աշխատանքում փորր պրեղաղիտիվ կատեգորիաների որոշ պա

սերը րն ււ ւ թ ագրվոէմ են այղ կատեգորիաների վրայի աղատ, պրոյեկտիվ կա.! 
այյ մողուլների Լնղոմորիիղմների օղակների Հատկությունների միյոցով. 
Ստացված թեորեմները րնղհանրացնոէմ են մի շարք հայտնի արդյունքներ, 
որոնք վերաբերվում են օղակի վրայի մողեյների մասնավոր դեպքին; միև
նույն ժամանակ պետք ( րնղղծեյ, որ այղ թեորեմներից մի մասը տարբեր
վում ( իրենց համապատասխան օղակի վրայի մոդույներին վերաբերվող 
հայտնի ք1 հորեմների ց է
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