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МАТЕМАТИКА

С X. Дарбннян, К. М Мосесяи

О панцикличности регулярных орграфов

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. II Мергеляном 30/УП 1978)

В настоящей статье придерживаемся терминологии, принятой в 
книге Харари (*). Под словом .орграф՛ всюду будем понимать конеч
ный направленный граф.

В работах Гордона, Эрдёша и Хоббса (*) доказаны гамнльтоно- 
вость некоторых классов конечных неориентированных регулярных 
графов. В предлагаемой работе рассмотрена аналогичная задача для 
орграфов, и для всякого л 8 доказана панцнклнчность любого 
(2л I) —вершинного (н— 1)—регулярного орграфа. Кроме того, при 
л 5, для таких орграфов доказано существование орциклов (кон
туров) всех длин, не более 2л.

Орграф О называется к—регулярным, если для любой его вер
шины V имеет место о^(г>)=/</(х»)=Л, где ог/(г») (соответственно — 
полустепень исхода (захода) вершины -у.

Для любых подмножеств Л#С|/(О) орграфа введем следую
щие обозначения:

£(А--Д)=((«,у)€£(О)/<А, <^1,
£(А,Я)=Е(А-а)1’£(5-М).

А >В означает, что (и.у)^Е(О) для всех и£А и
Через Сг (соответственно Рг) обозначим орцикл (путь) длины 

г, а 1/(Сг) —множества вершин орцикла Сг.
Для любого орцикла Сг из С и для любых вершин и£У(б), 

■։•£ 1'(6) У(Сг) введем обозначения:

р(л-,Сг)=г-|£(И. ИСг))|, А(СГ)~\'(О) У(СД
5 (л)=|®£У(О)/(й,у)€£(С7)), 5֊(и)=(^ 1/(О՝)/(н,«)€£(О)|.

(и1 и*}, где &=|У(О')| -о4(и) 1с1(и) 1, означает множество несмеж
ных с и вершин графа О.

Через обозначим множество р—вершинных орграфов, содер
жащих орцикл длины к.
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ИС.(] означает, что Н— подграф орграфа П.
Всюду под О будем понимать произвольный (2«—1)—вершин

ный (л —1)—регулярный орграф с множеством вершин 1^(0’) и мно
жеством дуг Е((б).

Теорема 1. Для любых п^5 и г£|3,2л| орграф С содержит 
орцикл длины г.

Теорема 2. Для любого п >8 орграф (б—панциклический.
Дадим схему доказательства теорем 1 и 2 в виде последова

тельности лемм 1 — 10.
Замечание 1. По принципу ориентированной двойственности 

(') утверждения всех лемм останутся справедливыми, если в их фор
мулировках заменить выражение |£|.‘:| -\’(СГ))| на |£(1/(СЛ) - |х|)|.

Лемма 1. Для любых п^А, г>3 и </^|1,г|, ~(м»....
ич)а < У(€7)\ У(Сг)=(т'։.....т*г)) > и для некоторого /(|1.г| имеет
место (чц (00тоа(,))^(0), то 0£Ф^+1.

Лемма 2. Для любых л>4 и г^.3, если существует Сгс.О 
такой, что для всякой х£А(Сг) имеет место ф(х,Сг)=2, то 
|А(Сг)|<г.

Лемма 3. Для любых п^5 и г>4, если существует Сг-С и 
х£А(Сг) такие, что |£'|л|֊«г/(Сг))|=0, то 6’СФ;՞,1.

Л ем м а 4. Дл я любых п^5 иг 3, если существует С, с О 
такое, что |Д(С, )) 4 и для некоторой х£А( С, ) имеет место 
|/(1л-н нс, ))|=л-1, то

Л с м м а 5. Если п^З, то для любого г£|3,6| имеет место 
О^Ф;-'-

Лемма 6. Для любых п^5 и г>6, если существует Сг ~а 
такое, что для некоторой х^Л(С, ) имеет место ?(л'.С, )=1 или 
Е(\х]-+У(С, ))|=1, то С(Ф;п+'.

Лемма 7. Для любых п^5 и если существует Сг~0. 
такое что |Л(СГ )| 4 и для некоторой л£А(С, )) имеет место 
|£(|х|- У(С,))|=2 или £(|А(С, )Л$+(*)НИ(С, )л5֊(л֊)|)=Ф. то 
ОСФ’"++'.

Лемма 8. Для любых и 5 и г>6, если существует С, ~а 
и С։С(А(С,)>, то 0£Ф\п

Лемма 9. Для любого п.ьЗ, если существует С, такое, 
что 2й5|Л(С, )|<3, то ОСФ’"Л։.

Л е м м а 10. Для любого п^8, если существует С, ^0 такое, 
что |А(С,)|=1. то 0£Ф*яД։-

I Утверждения лемм I и 2 очевидны. Леммы 3-7 и 9 (для случая 
||Л(С, )=3) доказываются упорядоченным перебором. Для нллюстра- 
|цнн вкратце докажем часть леммы 7. Пусть и 5 и г 6 —произволь
ные числа и существует подграф С,графа 0 такой, что |А(Сг| • и



для некоторой вершины х£А(С,) имеет место |£( |х|-* У(Сг ))|=2. 
Допустим, что ОТФ^Д1. По леммам 3,4 и 6, для любого у£А(С, ) 
имеет место |£((у|-«-И(С, п—1|, |£(1ДС,)-> |у|)|~|0,1,«-11 и
?(у,Сг)=2. По лемме 2, |А(С, )|. г. Следовательно //-[ 1^г л 2, 

А (С.) является турниром и началом цикла С, — (у։.тут՛,) мы
могли выбрать так. чтобы (у,,х)(Е(О), р։ = х։ и (■У։,х)7"£’(0). Легко 
заметить, что | А( С, )д$+(х)|—л—3, 1^|А( С, )й$~(х)|֊<2 н, пользуясь 
леммой 1 получаем следующее соотношение: 2 |А(С, )п5*-(х)|^3. 
Следовательно. 5<л<6.

1) п =6. ‘
Нетрудно заметить, что |А (С, )П$+(х) |=3, |А (С, )П$“(х)|«2, 

г-7, !-4( С ).՝18+(х)|->֊|.4 (С, )п5 (х) | и А(С, )д5 (х)> является 
циклической тройкой. Очевидно Л՝(|г\ 1 -1А(Сг )П֊^+(х)1)=£0 и пусть 
(«՛. .у.)^Г(!гу I —1А(СГ )л$'(х)1).

Тогда С» =(т< у։.у։.Д.г։.х,г»л,Р4.у։)Сб или С8 “(г’։,у։.у։,у։.г։1г։,х, 
т։.т'ДСО. где Р, = (х„г։)С < А(С, )П$ (х) > , Р։=(У1,У։,Уз)с < А( Сг )П 
Л8*(х) , соответственно для случаев (х,у3)£Е(О) и (х,г>4)£Е(О). 
Отсюда следует что противоречит предположению

2) л=5. О ' • ' I

Доказывается аналогичным образом.
Для доказательства лемм 8,10 и 9 (для случая |А (С, )| =2) рас

сматриваются отдельные случаи, используя следующее:
Замечание 2. Для любых//^5 и гз»4, если существует такой 

орцикл С, =(т,1,о։,..., V, .у,) СО, что для любой х£А(С, ) имеет место 
В(х,Сг ) = 2. £’(|-х! - V (С, ))у= 0, £‘(У(С, )-1х!)у. 0 и для любого 

если (г>/,х)^£(С), то (х,у пти<1 (,։ )£Е((/). Тогда возможны 
только следующие случаи I—IV (с точностью до выбора начальной 
вершины цикла С, и переориентации всех дуг):
0 35€|2.'՜-2|((г'։.....>1x1 & (х}-Н'Р1+։1...л», 1& (х։,х։)=1у, ,у։1|),
И) а^|2,г-2](1г'։,...,и3_։)-> 1x1 & 1х)-> 1х։,х։)=(ух,ту I),
Ш) 3$(|2,г—3|. 3/£|$ , 2, г—1| ( (г՛,.....Vj_.il->- 1x1 & 1x1֊ > 1уж+։,...,у(_|,

|х։,х։)=1гу,у/1),
IV) з^|2,л—4|, д/£|1,г—$—3|, .....։,^+, I,...
...,уг_1|֊>֊!х1& 1х)->(у/+1։...,'у,+,,г»<+1,...,г/, | & ։х1,х’)=|у։,у/1).

Для иллюстрации в кратце докажем случай 1) леммы 10.
Пусть С, =(т>,....,^, ,г’։) удовлетворяет условиям леммы. Заметим, 

что г=2л и у = л.
Возможны следующие случаи;

1) \ <€|2.«1 ((^։я
Очевидно, 5+(т2„ )=։г„г',+ |„..,у..п Д и |2,п [// 1,2/г-1|

1.1) 11 л-2|.з/€
Тогда С1я ։ = (^։.....V/,..... ..................... ... |+1,...ля,711)Сб,
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Следовательно <7£Ф;"*'.
(1.2.) у*€|1.л-2|. 4-2лК(^;)^Е(О)).

Тогда 5-(1/я)=|®л+1,»л+։..... г/гл-|1.
Если существует такое 1£[л,2л -3|, что (т'։Л'։)( ^(О), то С;„ + ;֊ 

=-(УЗп ,У1+1.....^>п-\,‘ип,...,уи...,уп-.11х^2я)С.С.
Поэтому 0£Ф’+|’.

Предположим, что для любого |£[л.2п — 3| имеет место (г,,г,) £ 
£՝(О). Тогда 5+(т>л) = |г/., . . . г»я_„ «я+1, ®։я| и (о1։ т՛, ։) ££(0). 
Следовательно, С,1И=(т’։. ч,+։......... г>։,_։, !>„, г<։........ х,
т. е. О^Ф’Ц.р.

2) а?€|2. "1 ((^։„ г</)^£(0)).
Если существует такое *С|лЧ 1. 2л—1|, что (у4, г>|)С£(О), то 

С2п+| = ( т»։.............т>4_|, х, г>/+1.......... ъ2п, . . ., VI V,) с.0, т. е.
0£Ф’-_+’.

Предположим, что для любого /£[л-|-1, 2л—1] имеет место 
К®/. г'1)€^ (О)- Тогда после переориентации всех дуг придем к сту
каю I) и, следовательно, С^Ф;՞*1.
I Следующий пример показывает, что в теореме 2 ограничение 
на п неулучшаемо (П не содержит циклов длины 4).

= (|1......... 9), ||3, 4,5|->|2,6, 7|, |2,6,7)->Jl,8,9|, 11,8,9 >3,4,5 I
Предполагается, что теорема 2 верна для всех п >5.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и 
Ереванского государственного университета

II Խ. ԴԱՐՎԻՆՅԱՆ, Կ. 1Г. irilHbUSUT.

"Iuifi։j|iկլ|iկ liuiduiuLn կողմնորււ >ւ|ած ցրաֆների մասին

Դիտարկվում են վերյավոք կողմնորոշված, աոանց զաղաՀևո աղեղների և 
Հան գույցն երի գրաֆներ։

I Գորդոնի, էրդյոշի և Հոբբսի (Ղ) աշխատանքներում ցույց I տրվում վեր֊ 
չավոր Համասեո ոչ կոդմնորոշված գրաֆների որոշ դասերի համ խ տոն յան ու • 
///րււեքո Ներկա հոդվածում դիտարկվում Լ նման խնդիր կողմն որոշված 
գրաֆն երի համար և ցանկացած Ո ^8 րնակտն թվի համար, ցույց < տրվում, 
որ (2ո Լ \)—գադաք1անի կամայական (Ո-\)-համասեո կոդմնորոշված գրաֆ 
հանդիսանում ( պանցիկյիկ, րացի դրանից ցույց Լ տրվում, որ Ո Հ 5 ^ամար 

տյդւդիսի կոդմնորոշված դրաֆներր պարունակում են 'ձՈ^ից ոչ մեծ ցանկացած 
երկսւրութ յամր կողմորոշված ցիկր
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