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В этой статье устанавливаются точные опенки сложности по вы* 
иод и мости пропозициональных формул вида

AV(P։V(P։V- * * V(A’n-iV^) ' * •
• • • ((aVaA/WV • • • VAi-JX/Am (0
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в классическом и интуиционистском секвенциальном исчислении с се
чением и без сечения; при этом сложность вывода в секвенциальном 
исчислении понимается как количество различных секзенцнй, входящих 
в этот вывод, и сложность секвенции по выводимости понимается как- 
минимум сложности всевозможных ее выводов; сложность /. (А) фор
мулы А по выводимости понимается как аналогичная сложность сек
венции — А. Мы установим, что для формул Д„ и Вп вида (1) и (2) 
имеют место соотношения*: L (Ал) X L (Вп)~ п в исчислениях с 
сечением; А(АЯ) х п*, L(Bn) х п log/z в и нтунцнонистском исчислении 
без сечения; А„) = L(Bn) ~ п log п в классическом исчислении без 
сечения. Нижние оценки л log л получены с помощью одной комби
наторной задачи, представляющей и некоторый самостоятельный 
интерес. А именно, указывается метод нахождения функции /, задан
ной на множестве >1,2...... л|, принимающей значения из того же мно
жества, удовлетворяющей условиям /(Л) k, f(n) л и минимизирую- 
шей в зависимости от п порядка роста функционала

л — I
/■„(/)֊/(Л) + Х И(Л) ! ։и|(//П)Л/(А -I- /)-/(А)^)||- (3)

Л-1

Доказывается, что этот порядок есть с ■ л log л. Результаты, сформу
лированные в теоремах 1,2, частично представлены в тезисах докла-

Coin ношение /('О Z £<я) понимается здесь, как обычно, и смысле 
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дов IV Всесоюзной конференции по математической логике ('). 
Переходим к точным определениям и формулировкам.

Пусть 01(03) есть классическая формальная система обозначен
ная таким же образом в (։), без дополнительных логических правил 
вывода для исчисления предикатов (классическое исчисление выска
зываний), а соответствующую интуиционистскую систему обозначим 
через 01/(03/). Если 5 некоторая формальная система, то чергз 
й' обозначим формульную систему, полученную из 5 опусканием пра
вила вывода сечения.

Для любого натурального числа л>2 пусть есть следующая 
секвенция:

РММЛМЛ • • \/{Р*-х\/р*) • • •)-

-*(••• ((Р։ Vрг)\/р,)\/ • • • '/Рп-1)\/Рп,

а /?„ есть секвенция

Р1 & (Рг& (Р»& &рп)...У) -*(...((р1<5 р։) &р3)& ...& р„-1 I &р„.
где р։, р2,...,рп — пропозициональные переменные.

Теорема 1 Сложность по выводимости секвенций рл и R,, 
в форма льных системах 01, 01/, 03 удовлетворяет следующи я 
соотношениям՛.

ЦЙп )^п.
Теорема 2. Сложность по выводимости секвенций и /?л 

удовлетворяет следующим соотношениям:

ЦРп)Хп\о^п

в случае формальной системы 01/', н £(С?Я )Х«։. £(/?я)Х" 
в случае формальной системы 03/.

Теорема 3. Сложность по выводимости секвенций и R„ 
в формальной системе ОГ удовлетворяет соотношениям

Ш)Х Ю£ п.

Доказательства нижних оценок в теоремах 1—3 получа
ются из нижеследующих лемм 1—6; соответствующие верхние оцен
ки получаются построением конкретных выводов.

Лемма 1. Для любого натурального числа п^>2 сложность 
по выводимости секвенции в форма вьной системе 01 больше, 
чем п.

Доказательство но ту чается посредством рассмотрения мно
жества формул -(0) для любой секвенции О. где множество ~(Ф) 
для любой формулы Ф определяется так же, как в (,). и если есть 

секвенция Д„ Д,....  Нщ. то т(<?)= Лт(Л,)хи <(Ау).
/•I /- •
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Остается отметить, что -.(#н)—п 1, ■:(р)=0 для любой аксиомы С). 
и при каждом применении правил нынода О 1 соответствующее т- 
м но ж ест во нижней секвенции по сравнению с суммой т-множеств 
верхних секвенций увеличивается не более чем на одну формулу.

Пусть Я некоторая формула исчисления высказываний. Опре
делим двойственную для Я формулу Д + индукцией по построению 
формулы Я. Если Я есть пропозициональная переменная, то Л + = Я; 
(вуо+—д+& с+; (Я&сг (Я Я)+= ПЯ‘; (ДЭС)+«=
= -|(С’Э5^. -
Далее, если Ц есть секвенция Я„ Я,..... Ля-Я։,5։,.„, В„, то секвен
цией, двойственной для секвенции (1, называется следующая секвен
ция 0 : В+, Вт....... В* - Л* Л+ ....... Д+, Д+

Отметим, что введенное понятие двойственной формулы является 
более общим чем обычно употребляемое понятие из (*).

Лемма 2. Если в формальной системе О\ (С\', ОЗ) выво- 
дима секвенция (}, то в 01(01', 63) выводима также 
двойственная ей секвенция С) , причем вывод секвенции <^ + 
получается из вывода секвенции Ц взаимной заменой правил выво
да -»“| и -, ֊У и & V и • & ; кроме того, правило вывода 

■ -заменяется на с последующим применением правила *| -, 
и. соответственно, правило 3.заменяется на Э-, с последую
щим применением - ; структурные правила вывода заменяются 
аналогичными правилами, получаемыми из исходных правил заме
ной термина .сукцедент՜ на .антецедент’ и обратно; правило 
сечения сохраняется в том же месте вывода.

Следствие. Если секвенция () не содерчсит знака имплика
ции, то в формальных системах О Г и 63 имеет место [.((]) = 
-/•(О*).

Пусть 5—одна из формальных систем ОГ, 61/'. 63/, а V-вы
вод секвенции (}п в формальной системе Б.

Говорим, что вывод V в данной секвенции С} разветвляется по 
пропозициональной переменной р։, если V в этой части имеет вид

Рь Г֊*Д Уя-ь Г-*Д
Ул—< + ■ ■ Г-»Д (V •)

। те Г, Л списки формул, Ц есть секвенция У„.( + 1, Г—Л. а уя ;
есть обозначение для формулы

Л + 1 У(/><+? У-У (/’.-։У/». (/=0. I.....  'I Н-
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Часть выводя, стоящую над секвенцией р,. Г-Д, включая эту 
секвенцию, назовем левой ветвью данного разветвления по pt-. часть, 
стоящую над секвенцией V" Г-Д, включая эту секвенцию, назовем 
правой ветвью данного разветвления по р„

i— ветвью начинающейся с секвенции /?, называется ветвь в 
выводе 2. получаемая следующим образом: начиная с секвенции /<• в 
выводе двигаемся наверх, если встречается разветвление по не
которой пропозициональной переменной р^, то выбираем левую ветвь 
по ветвлению Рь при k=i и выбираем правую ветвь при k i.

/•ой узловой секвенцией вывода X- (/=2,3.....п I). называется са
мая первая секвенция i ветви, начинающаяся с (/ 1)-ой узловой сек
венции, после которой в антецедент всех секвенций /—ветви входит 
формула р/. 11ервая узловая секвенция определяется аналогично / он 
(/>1) исходя из секвенции Qn вместо (i 1)-ой узловой секвенции в 
определении (/-ой) узловой секвенции.

Лемма 3. Для любого натурального числи п 2 если \ есть 
вывод секвенции Qn в формальных системах (JU или G3J или G1 . 
то в выводе существуют в точности п I узловых секвенций. ./ 
именно, узловые секвенции е номерами 1.2..... п |. Для любых
натуральных чисел I, / (/, ]<^п) в l-ой узловой секвенции проис
ходит ра .ветвление вывода v по пропозициональной переменной 
р, причем если /у /, то секвенции, стоящие на левых ветвях pat- 
ветвлений i—ой и j—ой узловых секвенций различны.

Л е м м а 4. В условиях леммы 3, если есть вывод секвенции 
Qn в формальных системзс 0\Г или G3I, то для любого нату
рального числа i п на левой ветви разветвления i ой узловой 
секвенции число секвенций не меньше числа n-i-j-l.

Для любого натурального числа и пусть Л1п есть множество 
функций /, определенных на множестве | 1.2.....я), принимающих
значения из того же множества, и таких, что для любого натураль
ного числа k<n J{k) k и f(n} п. Пусть функция /. (я| определена 
следующим образом:

А (я)-mln /.rt(/). 
/€«и

где /.„(/) есть функционал, определенный равенством (3).
.'I е м м а 5. Для любого натурального числа п^>2 сложность 

вывода секвенции (1п в формальной системе ОГ не меньше /(я)
Л с м м а 6. Для любого натурального числа п

L(n) я । 1
2

log,//

.1 с м м а 7. Для любого натурального числа т

/ (г՞*) (/« 1 > 2я’.
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Доказательство леммы 7 основано на следующем факте. 
Если функция / такова, что для любого натурального числа А<2т, 
/(<•) есть наибольшая степень двойки, на которую делится А, то

/.,«(/)=(,„+!) 2Ղ
Отметим, что указанная функция j используется также в построении 
вывода секвенции (?л в формальной системе ОГ, обеспечивающего 
верхнюю оценку с/։ log«.
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Մ. Հ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆԱրտածման piurqnip |i։iGp liiutnnijpni| և uinuiGg fiunnni |p|) ձևային 
1ւա JiuljuirgL rnul

Ապացուցվում Լէ որ դի гЦп*Щд ի [ի ընդհանրացված րաչխական Օրենքի'
PiX/(p,V(P>V • • • V(a.-«Vp-)•••)):□

z>( • • •((/>» P։) PJV • • • VPn-OVPn.
արտածման բարդու իք լունր (արտածման մեջ օգտագործվող իրւորիգ տարրեր 
սեկվենսների ) ր}1Սէյա^1ա^ (71» (73 ե /էնա ու ՒտրՒ ոնիոսրական (յ \ / հատու լ- 
իքի արտածման կանոնը պտրո/նակոգ ձև ույին համակարգերում Ո - ի կարգի 
մեծտիքրոն Հ. նորին օրենվրի արորած ման րարդութ լոլնը առանց հատու {ՒԴ 
01/’, 03/ /.Vսոու ՒտՒ ոնիոսւէսկան -Համակարգերում !1“ կարգի մեծութ[Ո»ն I, 
իսկ աո անց հատու{թի 01' դւաւ ական հաջվոր մ //1Օ£Հ? կարգի մեծութրոն ի» 
Ա տացված են արտածման րտրգուիքլան գնահատականներ նաև կոնլունկցիալի
ընդհանրացված որենրի համար/

հաքոէիսծ П րնակտն վ ի У • գնահատված է հետևյալ 
ո/րմե րը.

արտատալտա իք լան

mln
Л- 1/(/») շ l/(*) +P'I‘V Օձ (/(* + /)-/(*)>/|| , է- I

որրոեգ ք-ր յ\ -♦ \ ւոխգի ֆունկցիա Լէ ք (ո) — Ц և Vk( ք (^)
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