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3 А. Каргян

Минимальное разложение орграфа на орлеса
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р Варламовым 29,V 1978)

Задача разложения графов на наименьшее число реберно не- 
нересекающнхся ациклических суграфов*  (это число называется дре- 
весностью) впервые рассматривалась в работе Нэш-Вильямса (*),  где, 
в частности, получена формула для вычисления древесности графа. 
Позже, Эдмондс (՝’) получил эффективный алгоритм, который, в част­
ности, разбивает граф на наименьшее число ациклических суграфов.

* В настоящей статье мы придерживаемся терминологии, принятой в кингг (Ч. 
где можно найти нее нс определяемые здесь, понятия

Пусть А=(А',(7) конечный орграф без петель и кратных дуг. 
Если х£Х, то через У^(х) обозначим число дуг орграфа Т=(Х,Г) 
входящих в вершину х.

Суграф 7’=(А', (7։) назовем ориентированным лесом (орлесом) 
орграфа 1=(Х,й), если для каждой вершины х£А' имеет место 
^7(.у)^1 и Т не содержит орцнклов. Если Р'г(.г)—О, то л назовем 

_ —
корнем орлеса Т.

Мощность минимального множества попарно не пересекающихся 
по дугам орлесов, покрывающих данный орграф, назовем ориентиро­
ванной древесностыо (ордревесностью) этого орграфа. Если £-(.\',( ) 
некоторый орграф, то через Л?(Л) (соответственно /?(£) ) обозначим 
его ордревесность (древесность неориентированного графа £=(А,( 1).

В настоящей работе, для любого орграфа к—(Х,и) устанавлива­
ется связь между и 7?(£), а также дается практически эффек­
тивный алгоритм разбиения £ на /?(£) орлесов.

Обозначим Д(£)=П1ах Уд (л) и вершину х£А, для которой

У*(л)  = Д(£) назовем максимальной.
В работе (*)  доказано, что

А(7)4«(/Л<Д(Г)+1 (I)

Теорема 1. Для любого орграфа £ имеет место:
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/?(£)=
Д(£) <֊>/?(£) Д(£)

Д(£) 1<֊> /?(£)>Д(£)

Для доказательства теоремы, пользуясь неравенствами (1) и 
/?(£)^/?(£) достаточно показать, что из /?(£)=Д(£)-|-1 следует

>Л(ЛК Предположим обратное и пусть для орграфа Т=(Х.й) 
имеют место /?(/.)=Д(£)4 1 и /?(£)<. Д(£).

К орграфу £ применим следующий алгоритм;
Рассмотрим подграф Ьо — (Хо,ио) порожденный множеством мак­

симальных вер нин орграфа Е = (Х,О). Через £'= (Л',77') (£= I...../г)

обозначим базовые бикомпоненты орграфа £0.
а) Пусть для всех чисел / в подграфе £., существует вершина 

л,£.у՛ такая, что V՜ (Х/)<Д(£). Выберем вершины л։,х2,...,.сЛ в ка- 

честве корней и выделим из орграфа максимальный орлее 7՜ т. е. 
орлее, имеющий максимальное количество дуг (4, лемма 1)).

Из базовых бикомпонент орграфа £ выберем по одной произ­
вольной не максимальной вершины в качестве корней и построим 
максимальный орлее 7/ц (где /֊количество уже выделенных орле- 
сов из £), включающий Т.

Обозначим !.=[. Т/+| и перейдем к началу алгоритма.
б) Пусть в некоторой базовой бикомпоненте £^о =(/¥^о ,£/',») под­

графа £0 для любой вершины л^А^о имеет место |/р.(л) = Д(£). Сре­

ди выделенных орлесов Г1։...,'ГГ существует орлее Тг такой, что его 

подграф /го( Х^п), порожденный множеством вершин Х^о не образует 
расту шее ордере во (в обратном случае из формулы Нэш Вильямса 
(2) и неравенства /?(£)<Д(Г) получается противоречие) и пусть у0— 
один из корней 7Го (л'։). Выберем в ££> растущее ордерсво с кор­
нем у0.

Через ТГо обозначим орлее, полученный из 7Го удалением всех 
дуг, входящих в вершины Х'ох|уо) и добавлением всех дуг из НГй.

Таким образом, используя описанный процесс замены дут в уже 
выделенных орлесах, можно с помощью пункта а) разложить орграф 
£=(Х,(7) па Д(/_) орлеса, т. е. /?(£) = Д(£).

Полученное противоречие доказывает теорему.
Замечание 1. Если в процессе работы описанного алгоритма 

в некоторой базовой бикомпоненте £'о --{Х$ ,0^ орграфа £0 для лю­
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бой вершины а£А''о имеет место 1/ц0 (л)-Д(£) и иСс уже выделен­
ные орлеса на множестве Л''одают растущие ордерсвья, то по фор­
муле Нэш-Вильямса /?(£)><*(£)  н, следовательно, по теореме 1 
7?(П=Л(£)-|֊1.

В этом случае орграф £. с помощью алгоритма из работы (՛) 
можно разложить на орлесов.

Замечание 2. Доказательство теоремы 1 и замечание 1 дают 
алгоритм разложения любого орграфа на наименьшее число орлесов

Легко заметить, что описанный алгоритм имеет порядок /։’ где 
л —количество вершин рассматриваемого орграфа.

Следствие. Для любого орграфа 17=(Х,й) равенство #(£)= 
=/?(£) имеет .место тогда и только тогда, когда

Орграф 1 — назовем ^-критическим, где р 2, если он не 
имеет изолированных вершин. 7?(Г)=р и для любой дуги и£У имеет 
место 7?(£։)=(/¥,С/\|«|)=р—I.

Для любого р^2 введем следующие обозначения: 
Ар=\~/.=(Х,и)/1 есть ^-критический и \ л-£А( 1/-(х) 1 )| Вр Г—

-(Х,и)Д есть ^-критический и
Орлее /=(Л',Ц) орграфа /.=(.¥,О) назовем оркаркасом для /, 

если Т имеет всего один корень.
Каркасным числом орграфа /, = (Х,(7) назовем наибольшее число 

непересекающихся по дугам оркаркасов орграфа Г. Через Л(/.) обоз­
начим каркасное число орграфа £.

Докажем, что имеет место.
Теорема 2. Для любого р>-2 орграф Г=(Х,7) принадлежит 

классу Лр тогда а только тогда, когда для любой дуги и'- 0 име­
ет место

К(£О)=(ХЛ'\|«|)-^(М=(Х,£А(«1)=Р-1 (->
Пусть р , 2—любое целое и £=(Л՜,(7) — произвольный орграф 

класса Ар. По теореме 1 /?(£)=/?(£! р. Очевидно древесность графа 
£ = (А,£/) уменьшается при удалении любого его ребра. Следователь­
но, пользуясь формулой Нэш-Вильямса (®), получим следующие 
равенства:

-₽-1.1*1-1  1*1-1
Отсюда следует, что |£/|—(р — I) (|Л’|—I)1 и» следовательно, 

имеет место (2).
Пусть р>2 и для любой дуги и£й произвольного орграфа 

£==(-¥,£7) имеет место (2). Очевидно /?(1.)=р, т. е. орграф £ является
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/?-критическим. С тругой стороны. У/(х) р— 1 для любой верши­
ны х^Х, т. к., в противном случае орграф Л нс является ^•крити­
ческим или нарушается равенство (2). Следовательно, Ь = (Л',£7) £Ар. 

Теорема доказана.
Замечание 3. Для любого орграф 71={У,\Х) принадле­

жит классу Нр тогда н только тогда, когда он изоморфен некоторо­

му орграфу 7=(Л’,С/), где А'=[хэ<г։,...,Хр|; и=\(х11л0)/1^=\.р}.
Из этого замечания видно, что орграфы из /1р являются только 

(Р 1) вершинные .входящие звезды*.  Естественно возникает вопрос: 
каковы порядки (количества вершин) графов из Ар? Следующая тео­
рема. в частности, отвечает на этот вопрос:

Теорема 3. Для любого р^2 в классе Ар существует п — 
вершинный орграф тогда и только тогда, когда п^2р—\.

Пусть Ь=(Х,и)^Ар, 

Так как /?(Л) < /?(Л„) =

где р 2 и |/\'|=л. По теореме 1, /?(1-)֊р.

то п ՝2р— 1.

Пусть, теперь, р>2 и п^2р— 1 произвольные числа. Через Ао= 
(А'о, 6/0) обозначим /г-вершинный граф, полученный из полного графа 
Кп удалением ребер и со следующими свойствами:

А?(/.0)=р; ^о|/г(Хо.{/ох|м|)=р-1|. • (3)

Пусть (.с, у)££/0-произвольное ребро и Г,.......... Г р֊\ раз­
ложение графа /_։=(Л'О, (70 [х, у|) на ациклические су графы. 
Через Ао=(Л'0,£70) обозначим орграф, полученный из Ло следующей 
ориентацией: ребро (х,у) ориентировано от х, а остальные ребра 
ориентированы таким образом, что в Ао все суграфы Т\.....Гр_։ явля­
ются орлесами с корнем у. Очевидно Л(Г0) <р—1. Пусть 7/։^Г/0—про­
извольная дуга и £2=(Л’0,(70^|н։|).

Для завершения доказательства теоремы достаточно показать, 
что Н(Гг)<р.

Предположим обратное, т. е. /7(^=Р- Поскольку Д(/՜) Д(/.о)< 
то по теореме 1, Ц(1.1)=р, что противоречит свойствам 

(3)
Теорема доказана.
Замечание 4. По принципу ориентированной двойственности 

() легко убедиться в справедливости теорем, двойственных к дока­
занным.
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