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расслабленного монетообразной трещиной
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Рассматривается осесимметричная контактная задача о растяжении 
упругого слоя, расслабленного монетообразной трещиной, двумя одина
ковыми круговыми в плане абсолютно жесткими дисками, сцепленными 
к граничным плоскостям слоя. Решение задачи строится при помощи 
бнгар.монической функции Лява, которая берется в виде интеграла Хан- 
келя. На основе интегрального преобразования Ханксля решение зада
чи сводится к решению системы интегральных уравнении относительно 
двух функций контактных напряжений под диском и одной функции 

деформаций берега трещины. Введя новые функции, непосредственно 
связанные с указанными выше, относительно последних получается 
система из двух сингулярных интегральных уравнений с ядром Коши 
и одного интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Далее, на 
основе аппаратов ортогональных многочленов Якоби и Лежандра ре
шение последней системы сводится к решению эквивалентных квазивпол- 
не регулярных бесконечных систем линейных алгебраических уравнении. 
Отметим, что близкая по своей постановке задача, когда расслабленный 
монетообразной трещиной слой по своим граничным плоскостям подвер
гается воздействию сжимающих нормальных сил, ранее была исследо
вана в (').

Рис. 1
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1. Пусть упругий слей толщиной 2Л в своей плоскости г = 0 
расслаблен монетообразной трещиной радиуса Ь и подвергается рас
тяжению посредством двух жестких дисков радиусов а, сцепленных 
к граничным плоскостям слоя г—±Л (рис. I).

Граничные условия задачи запишутся в виде:

’г(г.4.»-0; 'Г:(г, г)|,.* = 0 (г>я) (1.1), (1-2)

Г.(г,з)|,.А = с; иг(г, з)|,.*=.О (0<г<а) (1.3); (1.4)

2)|,.о = О; т„(г, з)|,.о = О (0<г<д) (1.5); (1.6)

Кроме того имеют место условия симметрии:

Мг, з)|г.о=£/Дг. 2)|г-о-О (0<з<Л) (1.7)

з)|,-о=Щг. г)|,-о = О (г>&) (1.8)

Бигармоннческую функцию Лява представим в виде интеграла Хан
ке л я

Ф(г, д)= |4(р)5Ьрг 4-5(р)сйрг + ргС(р)5Йрг 4֊ рг£>(р)сЬрз] У0(рг)Ур,

О

здесь 70(л) функция Бесселя первого рода нулевого индекса дейст
вительного аргумента. Пользуясь известными формулами (*), компо
ненты напряжений и перемещений выразим при помощи интегралов 
Ханкеля. Удовлетворяя условиям (1.1; 1.2, 1.6; 1.8), на основе инте
грального преобразования Ханкеля функции интегрирования выразим 
через функции контактных напряжений под диском и деформаций 
берег.। трещины. Удовлетворяя, далее, условиям (1.3; 1.4; 1.5) реше
ние задачи сведем к решению следующей системы интегральных 
уравнений:
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146



/,(|'П/,(!«/■ )б/<՛

п «■
֊- 1 '/4'И ;
И — О л Л

о и

—-— ( Л/(О^ 
2(|-*) 3

1/2(е֊-’л 1) иА

зКрЙСЬрЛ |1Л
Л(5‘0Л(:*<М:։-

Г 1р(1)(И С 11ЙЛ(Р<,)-/о(|>Н</|» _ Г Г |^»5Ь|.й/,(|1П71(|1г)</и
’ 3 ЗЬрЙСИрЛ 4- рЛ .) 3 5ИрЛс11рЙ4֊рЛ

6 о со

«Кг<а) (1.10)
ь

( 114<рОуо(11Г)^1‘ -
о о

2(1_.,) (/։(Г)Л рНН+1)-М/2(1֊е г‘л)Г.(’>04(уг)</:.
3 ,1 зЬрйсЬрй + рЛ

о и

+ 2(1

и Ш
) •(р(,) л (' 1‘<5П:՛" .Ь֊<1с1|'.‘.*1..

3 .) $11рйсЬрЛ + рЛ
о о

а
+ 2(1 - V) С «Х/)Л С н’ЛзЬцЧ(К) Л(,,г)(/;. =0 (() ,... 

,1 J вЬрЛсЬрЛ + рЛ
и

(I Г.)

Следуя работе (л) систему интегральных уравнений преобразуем сле

дующим образом:

а ° 1 . " 
рр(О/о(р/)^ = 4 (’ 1р((^ | С'.уу - 3(у|СО5|.уг/у, 

о ООО

а а 1 п>’
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Отметим, что если известны функции о(у), т(у) и Му), то функ-

4(!10Л(!1Г)‘/11 +

У
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цпи /?(,/); <7(0 и ։(() определятся при помощи формул обращения 
.Абеля. Переходя в системе (1.9—1.11) к функциям о(у); "Цу) и /7(у) 
п применив к полученным уравнениям соответственно операторы

После несложных выкладок систему (1.9—1.11) преобразуем к виду:

Л* о»
’•(.V)- ֊7 ( ֊(Л*ц(х, у)а*(у)<7у- А'։։(х, уЪ*(у)с7у -

- ( А’։։(х, У)^‘(У)^У = <-о (1.12)

в, о.
•’(х) Г — | + I А'։1(х. у)'*(у)(/у - | Л'„(х, у)в*(у)^у-

■ 3 -ч-'-у Л .)
- а* -в. -о»

— ^(х, у)/7*(у)</у=0 (-«О<х<о0) (1.13)

-д,

Оо «в
/7е(л)- | А*1։ (л, у)/7*(У)^У + !| А'з։(х, у)«*(у)</у+ А'и(л, у)т*(у)։/у=О

—о, —а,

(-*0<х<А) (1.14)

Следует отметить, что здесь искомые функции на отрицательные 
значения аргумента продолжены следующим образом:

с(у) = <’(-у); *(у) = —■։(—у); /7(у) = -Н(-у)

и введены обозначения
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С
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2. С целью сведения разрешающей системы уравнений (1.12— 
1.14) к бесконечным системам линейных уравнений, умножим (1.13) 
па I и сложим с (1.12). Затем неизвестные функции ?(.«)== а*(л) 4- 
4- и А/’(л) представим в виде рядов соответственно по много
членам Якоби и Лежандра:

?(.г) = ш(х) V А><--«>(а7н0); //*(х) = 2 УпР^-МЬо) (2.1): (2.2) 
л-0 л-1

ш(х) = (а0—х)-*(а0-|-х)։; а = /х; х = 1/2- 1п(3-4<).

Далее, пользуясь известным интегральным соотношением для много
членов Якоби (4), по известной процедуре решение системы (1.12 
1.14) сведем к следующей эквивалентной бесконечной системе линей
ных алгебраических уравнений:

А п ’И С.

>'п֊\ *п

=0, (2.3)
/л — I /л -1

22 ^тп } гп + ֊}п м-1 =0, (2.4)

(л = 1, 2. . . .); = (л4-1/2)(л!)Ч .
П Г(//4 1 а)Г(л + №)’

г/л = (2п-1/2)д0.

Выражении ядер и свободных членов бесконечных систем (2.3; 2.4) 
представляют коэффициенты Фурье по многочленам Якоби и Лежанд
ре н здесь не приводятся.

Введением новых неизвестных

*Л-Л։ ’А;-. >л = п‘-гя; (0<.«1) 
л
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можно показать, что системы (2.3; 2.4) при любых значениях пара- 
метров квази вполне регулярны ('). Постоянная определяется из ус- 
ловил равновесия штампа

а «♦

которое с учетом (2.1) дает

х Sh ~*/>

2--а*
Что же касается постоянной с0, то она выражается в виде суммы коэф

фициентов разложений (2.1; 2.2). Отметим еще, что системы (2.3; 2.4) 
.можно значительно упростить, если учесть, что из условий (1.15) 
следует

Re= Im Х։л=О (//=1,2,...) (")

однакп, на этом останавливаться не будем.
Автор выражает свою благодарность С. М. Мхитаряну за пос

тановку задачи и внимание к работе.
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