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Осесимметричная задача для вращающегося цилиндра, 
ослабленного периодическими цилиндрическими трещинами

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Б Л Абрамяном 18/1 1978)

Осесимметричные контактные задачи для бесконечного цилиндра 
рассматривались в работах II. 3. Лифшица (’), В. М. Александрова 
(-). Г. Я. Попова (’) и др.

Осесимметричная задача для бесконечного цилиндра, ослаблен- 
кого одной центральной монетообразной или кольцеобразной трещи
ной, была рассмотрена в работах (*•’).

Хналогичиые задачи для конечного цилиндра, когда гранич
ные условия как на цилиндрической поверхности, так и на торцах 
задаются в смешанном виде, рассматривались в работах (•■’).

Осесимметричная задача для вращающегося цилиндра конечной 
длины подробно изучалась в работе В. Т. Гринченко (*).

В настоящей работе приводится решение осесимметричной зада
чи для вращающегося бесконечного цилиндра радиуса R, ослаблен
ного периодическими (с периодом 2г) цилиндрическими трещинами 
радиуса $</? и длины 1 — с) (рис. 1). Предполагается, что при 
вращении цилиндра могут возникнуть кольцеобразные трещины по 
отрезкам -..R г=(2л—1)к, п =0, + 1, ±2... При наличии таких 
трещин одно из граничных )словин на их поверхности удовлетво
ряется приближенно.

г

Рис. 1
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Решение задачи ищется о виде рядов Фурье, коэф4•Те Г ициенты ко
торых определяются из двух бесконечных систем алгебраических 
уравнений. Доказывается, что эти уравнения в общем случае квази- 
вполне регулярны, а свободные члены при возрастании номера 
стремятся к нулю. Получены формулы для контактных напряжений 
=г. "г: и раствора цилиндрической трещины.

Известно (*), что решение осесимметричной задачи для враща
ющегося тела сводится к определению функции напряжений /{г, г), 
которая в области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению
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где О—модуль сдвига, м—коэффициент Пуассона, ш—угловая ско 
рость.

В силу симметрии задачу будем решать только для области
О г /?, О г удовлетворяя при этом условиям симметрии

»(г, 0)=0, т,.(г, ()) = ',.-(г, -)=0 (0<г^/?) (3)

«*(г, -)=л, (0<г<«)
Функцию напряжений в каждой подобласти I (КИТН) и II 

(АВОК) ищем отдельно, удовлетворяя при этом на линии контакта 
двух подобластей г—5, ()<г<с условиям сопряжения

3<.Ч= =-И?, »։ = //,, да։ = »։. (4)

Здесь н в дальнейшем индексом /=1 и /=2 обозначены компо
ненты напряжений и перемещений в нижней и верхней подобластях 
соответственно.
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Решение уравнения (1) представим в виде (9.10)

Х։(г.г)=г(Д(г’-|֊£?(2։ С/г+О/1пг)4-<р/(г.г)+£?;(г)81пЛг,
Л»- I

(5)

где
?1,'»(г) = £">/о(Лг) |-О;‘Лг/։(*, г)+Р;>К0(кг) ; Н<>>кгК^. г).

эДг, г) = - 0,5 еД։/Г«£ Н Рд4*3 4՜ I/*5)-

(3 — 2<)ро>*_______
2(1 ֊*)(&, • 6М-15Т/) ’

РФ = ^Л)=Л =о, Л (б)

а /г(л), А\(х)— функции Бесселя от мнимого аргумента, соответствен
но первого и второго рода.

Рассмотрим напряженное состояние цилиндра при следующих 
граничных условиях

о^(/?. 2) = 0 (0Сг<к)

О^(8,г)=^(8,г) = 0, (с<«£к / = 1; 2) (7)

^(г, -)=0 20и»,(г. к) = а։4-6г» ($<г«Я)

Постоянные «„ аг, Ь будем определять из условий равновесия 
статики для рассматриваемого участка цилиндра

А>

г*Л2>(г, г)</г=0 (* = 1. 2)

л R

2~ г«(."( г, и ) с! г = 2к гз, (г, О)г/г = Р.

и и

(8)

Удовлетворяя условиям (3), (֊I), (7) получим ряд соотношений, 
откуда для определения коэффициентов разложений (5), (6) будем 
иметь (аргумент а при бесселевых функциях будем опускать)

Я,(«)О<’^Х*(/о-։ ’/,)- ГА/„

Л։Д|(о)^<1>=-ЛА|(1—2>)/0 ! ’/։1 ГА[2(1 *)/։4֊’/01.

= - аХкВ,к : а УкВ>1{ ВкВ.։к, 

- 2Хкв1к 2}-^ вкв^ (9)

0<«|2(1- <) ։г(а)| //м>аД։(а)

= А֊’ |ХА|аЛ-0 ! Л'։| ' (ГА Вк)2К\},

-Г^ /Л/’[2(1->)-аг(,)| бучд^а)

Л ։1 А*1’/в֊/.|֊ОЧ֊//*)’/։1.
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2 г

Г) /I V Г2 \
2>)(Д։֊Яг)-6ЧВ1-Я։)1 ֊; = М -— — ֊ ——-). (10)

5* \1 — V 3 4(1— у)/

15тг-(=^*л 3?Л=-46 ^ = А||.(_||<| 
1—* 2՜

16(1 —у)։։е/ = (3-2*)ри>։—24>/, а=Й$, 3 = АА*. (II)

Здесь введены следующие обозначении:

а^А^^=Д ол(аА) /։) Д։4(а^и Л։), В,^ Дф^А

а^Ай == *4р(аА> А) До*(’Ао֊ Кт)՝ Л**—Д,»А До*А։

вьк= Д։*|»А(»)-₽А(?)И- л0*|«*։(«) ֊ ?К1(Н1.
я.*- = До*[«А(>)-?А(?)1 + АИаЛ1(а)֊₽ад)Ь
Д։* = аДДа) - ₽Д։(₽), Д։* = аД։(а) - ?Д.(?).

До» -=а5(я)֊^(?). А=Д<%֊А* * Д»». <12>
Д,(.г)=.ф-(.г)-/;(х)|- ± /•«. В,= 4՜ |'|'>'^/'֊.

Д,(х) =х|Л'Йх)-Л’(х)|-Л’(х).

О/ I — >)
О(Л-) = А-| /0(х)Л'0(л) |- 4(х)Л։(л)1 4֊ -—:-----А(л‘)Л'1(х).

4
Отметим, что последние два уравнения (9) остаются в силе, 

если заменить а через 3 и положить н них Л\= )'* = 0.
Удовлетворяя смешанным условиям (4) и (7) на линии г = х, 

для определения неизвестных коэффициентов Л\ и ) *, 
входящих в (9), получим две системы парных тригонометрических 
уравнений, которые, с использованием результатов (п 1л), сводятся 
к решению бесконечных систем линейных алгебраических уравнении

<цяЛ1* + т„։, Гя-2 ^Л'. + Тл» (Я» 1.2...) (13)
вт

При этом из условия непрерывности радиального перемещения 
н(х, г) получается также следующее соотношение:

£___
4( 1 -у)

2(Д։֊Д։)_ 01
4(1 - *)

------ ---------V 1-----------12- у4С05С)|
2(1֊») ^1

(14)
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2(1—2*)Л։-6՛^, ֊
(3֊-2'»)рш15* 

8(1֊’)

I 2(созг-созс)

֊ V Л^У*(С08С). о **

В системе (13) введены обозначения

Д’д = Л’>Л’н Вь \'зъ .П» = А»Л'1|< г УкМъ* ֊

М»-֊(М + В^К\ ) ^֊֊^֊ (Ч ֊ ֊^).

-V.fr = 1 — _(5и/1 1֊ В2к/\у) — \зк= ~ (В:^/х | /А.лА'1),

,ии=1. -|/?и(эА'о : А? ֊ Д<Н^о-А)| - (2/Л7лГ-

Л!.. = ± |Л.(»/.֊/.) ֊ «»(»*.-'• /<,'1 + ■

Л1։»=— \В.ДаК0, К։)-В5*(з/о-/։)1֊14(1 Ь’)|՜' (15)

7я։
п,-а, \гя(созс) _ /г

- /4(1 -*)« 2

7лз —
(3—2/)р1’|’5

8(1

1 У„(СО80)у*(СО50) 1д-<Я 

о

КЯ(СО5С) _

п

зЬ2 2«уя(СОЗС) 1п СОЗ --------Н‘„(созс) ,

?А'Л ----- 4֊ гл(созс)у» (со8С)4--֊- а*«- 
2 к

Виды и свойства функции уя(л), г„(х), а также интегралов (15) 
приведены в работе (։։).

Аналогичным образом, как это сделано в (1։), доказывается, что 
бесконечная система (13) квази-вполне регулярна, а свободные члены 
системы имеют порядок О(/։~зм).

После решения бесконечных систем контактные напряжения бу
дут вычислены по формулам

. . <5։ соз г/2 , зЬ2 . /1 4֊ созг 4֊ /созг --созс
эг(з, г)= -т- — ------ ------ -— 1п у - ■ —> - —

V 2(созг — созс) 2(1—4 » 1+созг ~г созз—созс

у>(с<>8&) 1р й/2 </0 
7 2(соз;— созО) (О г<с) (16)

',.(«. г) =
()гъ\п212 з1п — V /г2Мк2 £1

г»(созО) с(р 6/2
/2(созг — созб)
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где коэффициенты при особенностях имеют вид:

Qi = V *Mz.( cos с) + ~^֊ In cos -'֊ - f J- I (1-2*)Д1-3*51

(17)

Q։=v kM„yK(cos c) ----- !-----
*-i 2(1 — *) \ Tt

Для раствора трещины получается следующее выражение:

(J Z
- I -г) - «|(«, г) 1 = sin 

4(1—*) 2

2хЬг Г Clh 6/2 ■ In cos 6/2 • d<i
1—»J /2(cos6—cosz)

c

v k \\ f ^*(cosQ) ctg в/2 dd 
J /2(cos6-co$z)

Г

2(1-2*)4I-6*S1

, I 1—cos z + У cos c — cosz
In -—r-----  =r-

У 1— cosz — У cos c — cosz
(c<z ֊ П).

Постоянные Л/, в[, Г)։ будем определять из уравнении (10) и 
(14), а для определения неизвестных а։, а։ и Ь, из (8) получаем сле
дующие соотношения:

2(2-*M1-?3(l-*)51-f- — v (-!)*.¥* = (19)

2(2-0Д։+3(|->)Д։ /?» + 53
8(1—*)

(vow2—2Ь„) = -----------

г’о^2,(г, n)dr=O.
J

В частном случае, когда кольцевая трещина отсутствует, имеем 
Л։֊0. а։=а։_п, причем значение а определяется из соотношения:

_ 2м£?«. (20)
2- R3 4 ' 21Г/?

При этом в формулах (12)-(19) нужно принимать:

й* = у*1=0, т«= — у*(со5 с), (-4
Л

где
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'•=2(1 2*)Д, -6-я,
(3 2<)ри»г№

8(1—*)

= (/?յ-ճք) ՃՃ 
№/?=

(3 2у)ошд

8(1-v)
(22)

Отметим, что в этом случае все неизвестные бесконечных сис
тем (13) пропорциональны величине о. Это значительно облегчает 
как численное решение бесконечных систем, так и вычисление вели
чин (16)—(19).
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|սքհտրի1| իւնզիրը
Ա. 2. ՈԱՈԼՈՅԱՆ. Ա. Պ. 1ՈւԼՔՈՆ*ԱՆՊարթԼրական զլանային ՕեւլքԼրու| |»ււ11ա<յւ[ւսծ սլտտւ|ւււ| զլանի սււսսնց ք սա

Աշխ ատ անքր Նվիրված է պարբե րական ճեղքերով թ ուշացված պտտվող 
հոծ պլանի ա ո անցքա սիլք ետրի կ խնղրի լուծմանր։ Ենթաղրվում է, որ պտ տմ ան 
րնթացքոլ մ ղլւսնի վրա կարող են ա ռաջան ալ Նտե օ ղա կ ա ձև ճեղքեր։

Խնդիրք լուծվում է Ֆոլրյեի մե[1 ողով ե բերվում է ղծային, Հանրահաշ
վական անվերջ սիստեմի լուծմանր։

Ապա ցոլ բվում է, որ ստացված սի աո եմ լւ ր վա ։լ ի - / ի ո վին ոեդոլլյար (»
//տացված են բանաձևեր կոնտակտային լարումների և ճեղքի բացված

քի համար։
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