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по ее краям с постоянной скоростью сосредоточенных сил 

и тепловых источников

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 29/111 1978)

Определение напряженно-деформированного состояния упругих 
тел от движущихся по их границам с постоянной скоростью силовых и 
температурных факторов, ввиду важного прикладного значения рас
сматриваемого круга задач, стало предметом исследования многих 
авторов. Достаточно полная библиография основных результатов и 
работ из указанной области теории упругости приведена в (։*). Од
нако, следует отметить, что в указанных работах упругие тела в основ
ном берутся в виде полуплоскости и пол\пространства. Между тем 
исследование задач подобного типа для упругих тел, моделируемых в 
виде бесконечной полосы или слоя, имеет теоретическое и прикладное 
значение. В этом аспекте имеется сравнительно немного работ, из кото
рых укажем на работу (3). , Л

В настоящей статье построены функции влияния дня бесконечной 
упругой полосы, когда ио се краям с постоянной скоростью движутся 
вертикальные и горизонтальные сосредоточенные силы, а также точеч
ные тепловые источники. Сначала рассматривается температурная за
дача. а затем в рамках теории температурных напряжений—упругая за
дача. При помощи комплексного п обобщенного преобразований Фурье 
искомые функции влияния представлены интегралами Фурье, для кото
рых получены асимптотические формулы. В предельном случае получе
ны результаты для полуплоскости.

На основе изложенных здесь результатов можно провести иссле
дование соответствующих контактных задач о движущихся штампах.

I. Определим температурное поле, которое создается в упругой 
полосе, когда по ее краям с постоянной скоростью Vo движутся точеч
ные тепловые источники постоянной мощности S.

Решение указанной задачи сводится к решению уравнения тепло
проводности
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(1.1)

при следующих граничных условиях

дТ(х,у,1) 
ду у=0

и дТ(х,у,1) 
дУ у= -2(1

-Чх-УоП 
о

о (1.2)

Здесь Т(х,у,1)— температура в полосе, с, и /0 —удельная теп
лоемкость и коэффициент теплопроводности материала полосы, а 
ь(х) — дельта-функция Дирака.

Так как рассматриваемая задача является квазнстатической, то 
можно ввести координатную систему (;,т(), скрепленную с движущим
ся источником и связанную с системой (х,у) соотношениями:

• — х Уд!', т,---у.

Тогда уравнение (1.1) и условия (1.2) примут вид;

. дТМ _0 (-*><?<«>.

>, д' -2</<т,<0)

Т,=0 дт, 7,= ֊2(1 /0

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Применяя к краевой задаче (1.4) —(1.5) комплексное преобразо
вание фурье (•), получим обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка относительно трансформанты температуры 7'(т1,я) 
при определенных граничных условиях. Решение последней краевой 
задачи дается формулой

Г (тЛа) = — 5 . сЬ (г/ Н), (1 б)

где

6*(»)=1/ а։4֊/а« : х= С‘ , 
У 'о

Точки а=о и ։ = —/■* являются точками ветвления функции р) 
в комплексной плоскости а=з I-/՜. При этом в (1.6) выбрана та одно
значная ветвь функции 5*(а), для которой о’(а) —»|о| при ։ ►+©© вдоль 
вещественной осн. Для этого необходимо (4) разрезать плоскость а 
по линиям, соединяющим точки я=0 и ։= /х с бесконечно удален
ной точкой и лежащим соответственно в верхней и нижней полу
плоскостях.

Функция Г(ч,а) регулярна п полосе — х<-<0. Тогда, истинное зна
чение температуры Г(?^) согласно известной теореме из (*) опреде
лится интегралом



2«>.о ,) ։• • 
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(—Х< - <0)

С помощью теоремы о вычетах и леммы Жордана найдем:

Г(Ц1)—~֊-|1+Л/(’։)[ г՜*՜1 
/0АГУ I I

> ’ £ - |.| \ г* 4 + -•*»«</•

В системе координат (л*,у) будем иметь:

Г(х,у,/) = ֊֊4֊

'•(А
1+Я(х֊Ц,0| -1| +

со$-----
с/ |г 1',/| У ։» 4 + 

• е (1.7)

2. Перейдем теперь к построению функций влияния для упругой 
полосы, когда но ее краям с постоянной скоростью 1'0 движутся 
сосредоточенные ՝нормальные и тангенциальные силы и точечные 
тепловые источники мощностью 5 (рис. 1).

Рис. I

В рамках теории 
будут (*)

температурных напряжений уравнения Ляме

|1у*Х»+(> | |1) — 
с/у

(ЙЦ
‘дР ■(
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где функция Г(л,у,/) дается формулой (1.7).
Граничные условия поставленной задачи имеют пил.

('0+2р ------
<>У у = 0 у=о

= р.«(А-Г0/);

'&+2у
дг» 
с*у

-Р.г(л-_ Ио/);

= -(}.Цх—У(/У. (֊оо<л<оо),

л ди дъ 
где 0=------- 1------ — дилатация,

дх ду
~ ֊ (3> ‘ 2и) ։л 71 — коэффициент линей

ного расширения для материала полосы, а> и у—известные коэф
фициенты Ляме.

Опять переходя к системе (5,т)) по формулам (1.3) и применяя 
обобщенное преобразование Фурье (') к поставленной краевой за
даче, после некоторых выкладок находим трансформанты перемеще
ний:
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где

[2А’։/г։ • ей с/г։</ ■ яй о/г։ ((/-{-т,) — (I к-) • с1։ • 5Й оЛ, (^фт,)] —

15

И'о° (1—#) (а^
■ V у*/

5ЬВ* (</-Н) 
эй й*</

(2.2)

д = 4 Л, £« • яй с кхй ■ ей — (1 4-/ф։ • СЙ аЛ։ й • §11 (/

(/=1.2)

а Ь* =. / а* г — представляет собой значение функции б*(а), 
определенной в предыдущем пункте, на вещественной осн.

Полагая в (2.1) и (2.2) т,=0 и т,= ֊2с/ получим значения транс
формантов перемещений граничных точек полосы

(/(О.з)=и(֊М,:)= ։Р|1 *△ |2А’։£։. 8ЙзЛ։</. ей зк^й—(1-|֊Лр. ей акхй. зНоХг2г/|->֊

(1 *£)<? 2г, 5
ей зЛ։«Л ей 4֊

с1йо*</
“ • зй эЛ։ ей <зЬ2(1 , (2.3)

V (0.) 3= — (/(— 2г/,о) = — |2Л։£2 • ей эЛ։</ • ей «А// — 
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Известным способом, как в работе (։), найдем асимптотику 
перемещений граничных точек в окрестности точки приложения 
внешних факторов:

Q 4։(1-*Л
2ц 44։ kt — (1+4’)*' П' пр 44։4, -(1-f-A?)» llril'l +С|-г

• S 2k (1 -k )
+ ^7 ՛ 4M։։-(1-W ■ Efln|՝1 1-с1+°(И (< >0./V 2) (2.5)

1/(10) = -Mj-4’) |ln|;| + C|+^.
44,4,-(1 *P։ 1 2p 44,4, -(If 4’)*

■slBn 5+ 4М,-(.1+^И+w:՝• <'’<>• N>* (2.6)

Асимптотики перемещений граничных точек на бесконечности 
получим с помощью метода Лайтхилла (’)

t/(E,O)= — _2*L sign 
2p 44? ֊(1+4?)*

Q 1-^
2ptf 44?- (1-f-Ap

p/oxrf 4^_(i+^)«
sign ?+|;|

(2.7)

2р 44?-(1+4’)։
Sign : —

IS (1+4?) (1-4?) 
2|onx 44?— (l-^4’)։

sign : + 0

Наличие п асимптотической формуле (2.7) неограниченного на 
бесконечности слагаемого для горизонтальных перемещений обуслов
лено неуравновешенностью приложенной системы тангенциальных 
сил. Этот факт нетрудно установить также при помощи асимптоти
ческих формул для напряжений на бесконечности. Действительно, в 
соответствующей статической задаче, когда на краях полосы заданы 
только горизонтальные, одинаково направленные сосредоточенные 
силы ф, бнгармонпческая функция имеет вид:

?(-т,у)=
iQ (‘d ■ sh sd • clis(y+<0 - (У+<Л • chsrf • shs(y d) 
- J s (sh 2 srf+2 srf|

Исходи из последнего, легко получить асимптотические фор
мулы для напряжений

83



(*,у) == - Дт5^'1 х + о :
2(1 \х- /

°у (*.У) О

(Л>-2, л- -±ео).

Отсюда, по известным формулам (ь), для перемещений найдем

Щх.у) = -
Ц (>-+2н)
8н()+и)^

Ц> (у+</) 
(*•+(*)

81епх- о (ЛГ>2, Л’—±оо)

Эти формулы полностью совпадают с соответствующими сла
гаемыми в (2.7), когда Уо = 0.

3. Теперь покажем, что при помощи предельного перехода 
Л >оо из результатов предыдущего пункта можно получить функции 
влияния для упругой полуплоскости, по границе которой с постоян
ной скоростью движутся вышеуказанные силовые и тепловой факторы.

Устремляя в формулах (2.3) и (2.4) г/—оо, найдем трансфор
манты перемещений граничных точек полуплоскости:

Г/(пя)֊£^ 2М։֊(1+*22) , _0. *,(!-*;)
из 4М»֊(1+^)։ нН 4А.Л,-(!+*’)•

и, 
4Л1А1-(14-А|)«

И(0.’) = ~ р а։(1֊а,։) ։ К22лл-(1+^)
н|’| 4М»֊(1+Л?)։ + рз 4Л։/г2-(

7 5 • Б|рп о 1
|з| / зг֊|֊/зх

1+^
4М, ֊ (1 + *?>)* '

Асимптотики перемещений граничных точек полуплоскости вбли
зи действующих факторов совпадают с подобными асимптотиками 
для полосы, т. е. даются формулами (2.5) и (2.6), в то время как на 
бесконечности они имеют вид:

ЩЕ.0) = Р_ _2*А-(1+у,) з _ 0_ *,(!-*֊)
2н 4Л։*,-( 1+Л.-)» - 1ги (1+/ф։ I Ш Г=1 +С| +

֊;$ *,(!-**)
«Н'-о* 4*։Лг-(14-й։)»

(/ V 2, ; —• + ои)

У(Е, 0) = ^֊ 2М,-(1+^2) ։ Р_
2Н 4М, (1 ֊Ь*®)։ ՛ «И 4*Л (1 |- Л*)« 1П |<| ф С| +

*4



. 7-S (l+^)(l֊*f)
Ւ 2ja0« 4v։֊UH?i* • sign 0 (5л՜) (W>2.5 —±co).

В случае отсутствия теплового источника (5=0) получаем зам
кнутое решение задачи для полуплоскости, по границе которой с 
постоянной скоростью 1/0 движутся сосредоточенные силы. Если же 
отсутствует и горизонтальная сила (<^=0), то получим известное из 
(•) решение.

Автор благодарит С. М. Мхитаряна за постановку задачи и ру
ководство работой.

Институт механики
Академии наук Армянский ССР

Ա. Վ. ՍՍԱԱԿՅԱՆ

Առաձգական շերտի LqrLrni| liuiuuiuJiiiiiili lurtuqmpյամք >uirdtjnq կենտու- 
նացած ուժերից և ջերմային աղբյուրներից ազղեցության ֆունկցիաների 

կաոուցումլւ

ներկա Տ ո գվ ածում անվերջ առաձգական շերտի ՛ամար, երր Նրա եզրերով 
Հաստատուն արագությամբ շարժվում են վ երտիկալ և հորիզոնական կենտ- 
րոնացած ուժեր, ինչպես նաև կետային ջերմ ա յին աղբյուրներ, կառուցված են 
ադզեց ութ յան ֆունկցիան եր է

1/կղրում գիտարկվոէմ Լ ջերմ տ յին խնղիրրէ իսկ այնուհետ և ջերմային լա
րումների տեսության շրջանակն երում առաձգական խնգիրրւ Ֆուրյեի կոմսլ- 
(երս ձ րնղհանրացված ձևափոխությունների օգնությամբ փնտրվող ազգհցու ~ 
թյան ֆունկցիաներր ներկայացնում են Ֆուրյեի ինտեգրալներով, որոնց հա
մար ռ տացված են ասիմ ւղտ ոտիկ բանաձևեր։ // ահ մ անա յին ղեսլրում ստաց- 
•չում են արգյոէնրներ կ ի ս ա հ ա րթ ութ յան համարէ
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