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О задаче колебаний мембраны в сверхзвуковом потоке газа
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Обсуждаются известные результаты. Приводится новое решение 
для бесконечной мембраны.

1. Задача рассматривается в частном случае, когда возмущения 
распространяются только по направлению невозмушенного потока (аза. 
Предполагается справедливость поршневой теории ('). Аэродинами­
ческое демпфирование нс учитывается, так как оно нс имеет качест­
венного значения для обсуждаемых вопросов.

При указанных ограничениях уравнение колебаний мембраны име­
ет вид (2)

(Аш .ош , огш
---------ք----------1’------ — О, 
дх3 ох ժէ3

(1.1)

где
= а= = р0ЛЛГ֊’.

Остальные обозначения идентичны обозначениям, принятым в (2).
Решение уравнения (1.1) должно удовлетворять следующим на­

чальным условиям;

-д'(0. х) = ?(х), дш(О, х)/д1 = ^(х). (1.2)

В случае бесконечной мембраны (—5о<х<Ъо), так же как в 
известной задаче колебании струны, функции ?(х) и ф(х) должны 
удовлетворять определенным условиям. В частности, они не должны 
бесконечно возрастать при х-»±ао.

В работе (’) для бесконечной мембраны решение уравнения 
(II) представляется в виде:

ш=Ае‘",‘-*л\ (1.3)

После подстановки (1.3) в (1.1) и решения соответствующего 
характеристического уравнения получается

ш — Ае'х'3Ф(х, է). (1.4)

। де поведение решения при х ас характеризуется экспоненцналь- 
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ним множителем и, Следовательно, -ос при х л©. Отсюда делает­
ся вывод о наличии флаттера для бесконечной мембраны.

Однако решение типа (1.4) не может удовлетворять никаким на­
чальным условиям, обеспечивающим корректность поставленной зада­
чи. Единственный вывод, который можно сделать из (1.4), задача 
колебаний мембраны при сверхзвуковом обтекании не допускает ре­
шения вида (1.3). Таким образом, для указанной задачи установив­
шиеся колебания невозможны.

2. Уравнение (1.1) имеет автомодельное решение, которое можно 
получить при помощи следующего преобразования:

с=х, и’-а’х’)»'’, р>0, Г>х|х|

щ = ц(-.) ехр (?Е/2).

Вычисляя производные ю и подставляя в уравнение 
определения функции н(т) получим уравнение Бесселя

сРи с!и
(/-

(2-1)
(1.1), для

(2-2)

Общее решение уравнения (2.2) выражается через функции Бессе 
ля 1-го и 2-го рода индекса нуль

« СЛ(:)4С։1'0(:). (2.3)
При заменой т = —/т). для функции м(т,) получается

решение при помощи соответствующих функции Бесселя чисто мни­
мого аргумента.

Основываясь на (2.1) и (2.3), рассмотрим следующее решение 
уравнения (1.1):

гс> = е"]

при ( <2 ’)

Решение (2.4) удовлетворяет начальным условиям (1.2). если 
функции ?(х) и Ь(х) импульсивные в точке л=0.

Замечая, что характер решения при произвольных начальных усло­
виях и для больших значений / будет таким же. что и характер реше­
ния (2,4). рассмотрим решение (2.4) для фиксированной точки х и для 
больших значений аргумента (4)

4 С։ Яп 2. (/»
2а

(2.5)
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Из <2.41 видно, что при прохождении волны через фиксированную 
точку ж. в точке х импульсивно возникают колебания. Причем чем 
дальше точка \>0 от начала координат, тем больше амплитуда воз­
никающих колебаний (зависимость экспоненциальная). Согласно (2.5).
каким бы ни была амплитуда колебаний в момент прохождения волны, 
она стремится к нулю при t —во.

Таким образом, для заданной задачи явление флаттера, ч обычном 
смысле, не наблюдается Однако имеется экспоненциальное возраста 
ннс возмущений по мере удаления от источника возмущений по направ­
лению потока ia«a С другой стороны, уравнение (I I) может описать 
только малые возмущения. Поэтому предполагается, что задачу коле­
баний mi мбраны с достаточно большими рв1мерамн по направлению 
сверх iB\кового потока газа необходимо исследовать либо на основе 
нелинейной теории (большие прогибы), либо на основе иных кри­
териев устойчивости, использующих ограничения на возможные про­
гибы мембраны.

3. Рассмотрим бесконечную полосу мембраны (О х /). Н атом 
случае решение уравнения (1.1), кроме начальных условий (1.2). 
должно удовлетворить также граничным условиям на кромках мемб­
раны х ֊0 и л»/. ,, .

Наиболее общие однородные граничные условия имеют вид;

№(<),/): A,(hB(0,f)/dx—0, г(/, Г)/)/^ — 0. (3.1)

где Л, и Л։ произвольные постоянные.
Представляя решение задачи в виде

v- T(t).\(x)

получим для определения ^(.с) следующую задачу на собственные 
сиачення:

А-- ?А"+/А' = 0.

Л'(0) г Л,Х'(0) - 0. А(/) + Л,Л'(/)-□. (3.2)
Легко заметить, что задача (3.2) несамосопряженная Это обстоя- 

тсльство. в свое время, послужило поводом для сомнений относительно 
применимости метода Галеркнна к задаче флаттера пластинки, которая, 
по существу, приводится к несамосопряженной задаче. Однако, изучая 
решение задачи флаттера пластинки. В В Болотин (•-•) показал, что 
нельзя судить о применимости метода Галеркнна к задачам флаттера 
пластинки, основываясь на применимости того же метода к задаче 
флаттера мембраны.

К этому же выводу можно придти и другим способом. После пре- 
ибра зования

Л(л) = е#"’Г(л) (3.3)
задача (3.2) приведется к виду:

Р/4)К-0.

(I 4-М/2)ИО) + А։Г(0)=0, (1-гЛ։>/2)Г(/)-|-Л,Г(/)—0. (3.4)
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Задачв 13 4) — самосопряженная Такны образом. задача обтекания 
мембраны, по существу, приводится к решению самосопряженной 
»адачи. в то время как задача флаттера пластинки приводится к су­
щественно несэмосопряжсниой задаче Следовательно. проведение ана­
логии о применимости метода Галсркина я зтнм задачам недопус­
тимо.

Из условия самосопряженности легко получить также, что ив.и 
пне флаттера мембраны не имеет места ин при каки* значениях вс ли 
чии Л, и Л,. определяющих граничные условия.

Кроме того, из (3.3 и (3.4) ясно, что для эффективности приме 
нения метода Галеркнна к рассматриваемой задаче выбранная систе 
ма функций должна иметь общий множитель ехр(Зл/2). Некоторое 
вопросы сходимости метода Галсркина в частной задаче с условиями 
закрепления кромок (Л, А,-0) обсуждаются в (*>-

Легко показать, что приведенные выше выводы остаются в силе и 
при учете демпфирования.

Отметим, что здесь ие рассматривались неоднородные граничные 
условия Наличие их может привести к появлению флаттера (г) При 
этом может оказаться также, что учет демпфирования существенен
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к Ч юнпэгьыкъԴեր ձայնային խէ,ր), մասին
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խՆդրի յսւձ*ւմր, երր ակգրնաՀան պայմաններր իմպապաային ենէ 1*էձ*ւմր 
9ЛЧ9 է "է* մամ անակի րնթա^րում մարաւմ ենէ

ՎերյաՀար մեմրրանի համար J"iJg I ար^աէմ, ար ^ամայա^ան համաաե* 
Կր*4Ւ* պայմանների վեպրաւմ խնվիրր րերՀ».մ Լ ինրնա համայա,ձ խնդրի 
ւ^էձման, որտեդիք ն*ւյնպեա *աաքէ(աէմ ար մամանաՀի րնթայրաւմ աաաա- 
նաւմներր մարում ենէ
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