
ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԽ Տ ՈI* ԹՑ Ո ԽՆՆ Ь Р 1> ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԱԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХУИ 1978 9

УДК 517.55

МАТЕМАТИКА

М. R. Ка гарям

О сепаратно мероморфных функциях

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергсляном 19/У1 1978)

Согласно фундаментальной теореме Гартогса функция /\ опре- 
деленная в области /?ССЛ, /У> 1, голоморфная по каждой перемен
ной при фиксированных остальных, является голоморфной в О.

Существенным усилением этого результата является следующая 
теорема (Сичак (’)). Пусть О*—область комплексной г*—плоскости. 
Ек с1^ч - регулярный компакт и й(з*, £"*, /9* ) — гармоническая мера 
/Л относительно дОч, й=1, 2, . . ., п. Пусть функция /(г) = 
в/(г։, . . гл) определена и сепаратно голоморфна па множестве 
Х=(О1ХЕЛХ • • • X £я)и • • • • • • Х£„-։ /Л>). т. е. для
любого фиксированного (а։,. . ., а*_1։ ак ։,'. .ап)^Е։Х. . . Х,Еч-1 
X Еь+^Х • • • ХЕп функция /(«։, . . а*_1։ г*, а»+։, . . ал) го
ломорфна в О*, Ь = 1, 2, . . п.
Тогда

1) / продолжается до функции /. голоморфной в

2 = \zV\X ... X Оя:Л(г։. Ех, £),)+- . . . +й(гл, Еп, £>л)<1|
2) 2 — оболочка голоморфности множества X.
В настоящей работе, которая является продолжением работы (’), 

аналогичные вопросы в более общей ситуации рассматриваются для 
мероморфных функций.

Ввиду наличия особенностей у мероморфных функций, само по
нятие сепаратной мероморфности требует дополнительного уточнения. 
Приведем его в более общей ситуации, чем это надо для наших 
теорем.

Пусть /Э~С", ОсС՞ —произвольные области, ЕсР, /^сО—от
носительно замкнутые множества и Х = (ОхЕ) и (Е\С). Пусть, далее, 
функция /■=/(?,«?) со значениями в С=Си|оо| определена на X, 
за исключением некоторого замкнутого множества нулевой

емкости. Обозначим через Д' (соответственно Д") множество 
всех (и£О) для которых |г|хОс;Д (ОХ|»|сД)- 
Тогда, если

69



1) f\z, w0) как функция от z мероморфно продолжается в D 
для любого фиксированного w<1£F'՝A"

2) f(z0, w) как функция от w мероморфно продолжается в G 
для любого фиксированного z0££\.4', 
то мы говорим, что функция / сепаратно мероморфна на множестве 
.¥ (множество Л мы будем называть множеством неопределенностей 
сепаратной мероморфной функции /).

Множество Ес.Сп назовем С’-регулярным в точке z0£C" если 
z£E (замыкание Е) и для любой плюрисубгармонической в окрест
ности z0 функции <р справедливо равенство

<?(z0) = llm sup ?(z).Jgt
Множество С1—регулярных точек для Е обозначим через Е . 

Множество ЕсС" будем называть Ся-регулярным, если оно Ся-рсгу- 
лярно в каждой точке своего замыкания, т. е. если Е*-=Е.

Основным результатом настоящей работы является
Теорема 1. Пусть D и G—области в Сг и С™ соответ

ственно, E^D, F^G, С и Ст—регулярные компакты. Тогда любая 
сепаратно мероморфная на множестве X = (DxF) U (Е ;6) функ
ция f{z, w) продолжается до функции, мероморфной в окрестнос
ти X.

Теорема, по-впдимому верна и в общем случае DczC", но наше 
доказательство проходит, только когда область D одномерна. Лишь 
в случае, когда £>=£>։Х • • • ХОп и Е=Е1< ... X Еп, где 
£* q Dk —регулярные компакты, a D* с: Cz* -области, k = 1,2, . . ., п 
аналогичная теорема тоже верна.

Для доказательства теоремы нам нужны некоторые обобщения 
известной леммы Ротштейна (J), которая в свою очередь является 
обобщением основной леммы Гартогса на мероморфные функции.

Лемма 1. Пусть Dc.Cn2, -произвольные области,
функция f=f(z,w} определена в D О, за исключением замкнуто
го множества Л нулевой С1 —емкости и мероморфна в D G. 
Тогда, если Оля любого z0^I) Д' функция /(z0, w) мероморфно по 
w продолжается в Gt, то f мероморфна в DxGl.

При т — I в случае, когда D—полнкруг, G и G։ концентриче
ские круги, это лемма Ротштейна.

Лемма 2. Пусть Dr-C՝. произвольная область и E^D ком
пакт положительной Сп—емкости, пусть Gr-^GX области в С՞, о 
функция f—f (z, w) голоморфна в I) G. Тогда, если для любого 
фиксированного zt£E функция /(гй, w) мероморфна по «• в (it, то 
/ мероморфна в некоторой окрестности Е*xGr

Доказательство в случае m=l получается из свойства полу- 
непрерывности снизу радиуса мероморфности .мероморфной в D G 
функция / по направлению w. В общем случае доказательство сво- 
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дитсн к случаю поли круга и получается индукцией по числу пере
менных т. Через сп(Е) будем обозначать С"- емкость множества 
ЕСС”.

Лемма 3. Пусть О—произвольные области,
Ес.И, ЕсС множества положительной Сп и Ст — емкости соот
ветственно и функция сепаратно мероморфна на мно
жестве X = (ОхЕ)1) (Е О’). Тогда существуют области Опст,1), 
О0сО и компакты Е0аЕ[]О0, Е^Е^, сп(Е6) , 0. ст(Г0)>0 такие, 
что / сепаратно голоморфна и ограничена на множестве Хб ֊ 
“ 1^ОХЕ0) и (£фХОв).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1 в работе (։) 
только вместо кругов с рациональными центрами и радиусами надо 
рассматривать множества вида |и.'£(7: |э.(&у)1<з}, где |?.| счетное 
плотное подмножество в пространстве функций, голоморфных в О и 
е—рациональные числа.

Следующая лемма легко следует из работы Снчака (։).
Лемма 4. Пусть О— область в комплексной г -плоскости, 

Ес^Т) компактное множество положительной, емкости, С с С’’ — 
открытое множество и Л—О компакт. Тогда, если функции 
(г, к») сепаратно голоморфна на множестве Х = (1д Е){](Е О) 
и ограничена на ЕхО, то длч любой регулярной точки и.՝ ком
пакта Е(и։^Е*) существует положительное число и область 
О' такие, что Ес1У (Ч) и /=/(£, а») голоморфно продолжается 
в О'х\ы£(1:|и>, то0| *|.

Доказательство теоремы I. Поскольку / сепаратно мероморфна на 
X, а Сп емкость Ся —регулярного компакта больше нуля, то по лемме 3 
существуют подобласти и компакты Е0сЕ(}/)0, ЕосЕ,]Оо
положительной С и С՞՛—емкости соответственно такие, что функция 
/сепаратно голоморфна и ограничена на множестве А'0 = (О0х/:'в)и 

О0). По лемме 4 для любых фиксированных (га, й?0) £ Ео Л* 
существует поликруг Их V с центром в этой точке, куда / голо
морфно продолжается. Применяя лемму 2, получим отсюда, что / 
продолжается до функции, мероморфной в окрестности множества 
(Т)хЕ*1)1](Е()ХО). Далее, используя лемму Цорна точно так, как в (’), 
получим, что / мероморфна в окрестности множества (£’1ХО)Ц 
и(5хГ։), где Е1СЕ, /сП с(Е1Е1) = сп(Е1Е.)=0.

Наконец, используя регулярность компактов Е и Е, отсюда мож
но получить мероморфность / в окрестности X.

Следствие 1. Пусть — область комплексной г* — плос
кости, Еь регулярный компакт, 4=1,2, .... л, ...хПп,
Е=Ехх . . . X Еп. Пусть далее 6-произвольная область, 
Е с С С"'—регулярный компакт и функция сепаратно
мероморфна па множестве Х=(И Е)и (Е\О). Тогда / продол
жается до функции, мероморфной в окрестности X.
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Доказательство. При т» I эту теорему мы только чти 
доказали. Далее продолжим по индукции. Пусть £я+։аОя*։сС/п,։, 
ГУ-РхОя.». £'=£х£«+|, А-(£УхГ)и(£' О). >
функции fix’, ») сепаратно мероморфна на Л’’. Фиксируем произ
вольную точку и рассмотрим функцию /*.(?„„»)■.
»/(г0. -«♦!• Она сепаратно мероморфна на множестве (D„ ։ 
к?)и(£я>| G) и следовательно, по доказанной теореме /г, меро
морфна а некоторой его окрестности «». С другой стороны посколь
ку fix', а՛) мероморфна в D для любого фиксированного »в£Л՜ А*, 
то получаем, что / сепаратно мероморфна на множестве |D (£. , f)| 
U По индуктивному предположению она мероморфна в не
которой окрестности •' этого множества, а очевидно, содержит

('.л едет вне 2. Пусть О — область комплексной х — плоскос
ти. Е^Л —компакт положительной емкости и О(^С*— откры
тое множество. Пусть далее, функция /=/(?,к՛) сепаратно меро
морфна на множестве (/)> X О) т. е.

!)/(*, сгв) мероморфна по х продолжается в П для любого 
фиксированного А"

2) мероморфна по & продолжается в С Оля любого
фиксированного хЛ£ Е /V. МНИ
Тогда / мероморфна в 1)\0.

Доказательство. Пусть ։го£О произвольная точка. 
Г |к-|® г|е<А '■=('’։.....'’«•И г»>0. 1,2,.
Тогда, по теореме 1, / мероморфна на Л Е, а в силу произволь
ности а-0(;й она мероморфна в Л ,\1}. ,

Замечание. Вопрос об оболочке мероморфности множеств.։ 
Л* (г. е. максимальной области, куда мероморфно продолжается лю
бая мероморфнан на X функция) мы нс рассматриваем по той прос
тои причине, что она совпадает с еги оболочкой голоморфности 
описанной Снчаком в (*). Действительно, в любой области Лс.С“
разрешима слабая проблема Пуанкаре (см. (4>) т. е. если / меро
морфна в Л, то её можно представить н виде где н g голи-
морфны в О. Посколько любая сепаратно меромирфнан на .V функ
ция / мероморфна в некоторой окрестности ® множества X, то /
является отношением двух голоморфных в ® функций Л и g Про-

должим их соответственно до функции Л и # голоморфных в Тог
да функция /=А/# мероморфна в □ и совпадает с / на Л'.

Ереванский юехтротеаиичмжмй клвод
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Հ^վաձ^մ դիաարէրքամ АЪ C'. V>1 -*-Z>^-,,/m/Z/wV վրա „ե^արաա մեր„մ„րֆ ֆան^քիա^ մեր„մ„րֆ .արանաէքե- 
(իա թքան որա- Հարյերւ

‘ԴՅ"* են DcC*, йсС" աիրա(թներր, E'-J') ա Ւ ֊Q Հա - 
րարերաէքան փաէք րապմաթքաններր & թ„ղ X (D Ւ'){ (Е Ս)ւ է^թագրր. 
վամ է. „ր Ս (JcC-** աիրա քթամ արվաձ է մի Д րա^մա թքան, „րի 
Շ*^“:-վ,ր 9ր„ է, ձ--վ ն-անա1քենր աքն է՛ ի) էյեաերի րա yJ ... իքանր. >ր»1>9 համար |յ| 0^Д< Ն-/4 էքեր-ք „ահմանվամ 4 Д րապմաթքանր.
Կաղենք X Д րա^մաթքան վրա որոշված ք - f{Z , В1) ֆանէք^իան „ե^արաա 
մեր„մ արֆ է X-ի վր">. Հթէէ

4 ք(^> ®«)-Ь •>ր^Հ“ ֆասցիա 2-ի9 ամեն մի W^t .A ֆիրաաՅ 1քե. 
•քքի հէէէմսքր մերւրմորֆ ՝uipnAtulfi/tii Հ Լ [) տքւրա^ւ

Я) /1^0, «’)•* -ր^ե- ֆանՀյիա Ծ-իք ամեն մի շՀ/: Д ֆի^աամ 1քե- 
ս>ի համար յերէքմէէրֆ •արանաէր/ոէմ Լ (j •'•/•(•"•(ft*

Թ ե 99 ր 4 J է Դիցուք և o’—С՜ կալքայսւկան ւոիյւույբհեբ bG
t.Tj) և FC։G Hui(քապսւտասիւանաբшр С Ь CO—*Ь^п«Цшр կոմպակտներ 
են. իսկ ֆունկցիան սեպարատ մերււմոթֆ Լ \ Л)( (/ (/) piaqdiii
րյաճ վրա: iLjq qbiqpntd* /*р կարե|ի Լ շարունակեի \ ի прЫ 
որպես մՆրոժորֆ ֆունկցիա:
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