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Об эквивалентных формах условия Лопатинского для 
гиперболических уравнении второго порядка
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Смешанные задачи для гиперболических уравнений при наруше­
нии равномерного условия Лопатинского рассматривались в работах 
('-*). В работах (45| был предложен подход, позволяющий свести 
широкий класс смешанных задач для гиперболического уравнения 
второго порядка к смешанной задаче с граничным условием Дирихле. 
При этом в работе ('') условие Лопатинского было заменено требова­
нием. чтобы гиперболический оператор Я был бы равен, по модулю 
граничного оператора, некоторому гиперболическому оператору й 
такому, что '/(/.О,у, 1))=0 (см. ниже).

I; настоящей работе доказывается теорема, показывающая, что 
упомянутое выше требование выполняется тогда и только тогда, 
когда выполняется условие Лопатинского. Для некоторых задач такая 
формулировка условия Лопатинского более естественна. Важным след­
ствием этой теоремы является корректность с потерей гладкости 
смешанной задачи для строго гиперболического уравнения второго 
порядка при выполнении условия Лопатинского.

Пусть Д= (/, х, у,)О։ — гиперболический 
|я|<2

оператор,յ5= Ճ (7.у)О։ , где Լ>* = Ժ1*1
дх*> <7у’։ ... ду

Все коэффициенты предполагаются непрерывными функциями. 
Характеристический полином оператора А имеет вид:

Аг(1.х. у,-,с^)= V 0.0=1 (1)

где дуальные к 7.x,у, переменные. Следуя общепринятой
терминологии, будем называть оператор гиперболическим, если урав­
нение

Дг(7,х,у,т, ։,т)) = 0 (2)
имеет вещественные корни относительно т при любых 7^ (0,7 ), х>0, 
у€7?"-1. ։(;/?’, и строго гиперболическим, если эти корни
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различны при (Е.-п) /•■(). Будем говорить, что оператор Я не характе­
ристический на границе Г=|(/л,У); ^(0,Г),х=0, у^«֊>|. если а О 
на Г, что же касается нсхарактернстичиости оператора Я, характе­
ристический полином которого имеет вид V 6/, ,(/,у)т'-Л՛ то это 

1+/+М֊։
означает, что 60.(,о=1. В дальнейшем предполагается, что операторы 
А и В не характеристические на границе.

Рассматривается задача
Л«=/ при /€(0,Г), х>0, у^/?"֊1

при ^(0,'Г), х=0, уе/?"-1 (3)
ц=0,и(=0 при /=0, х>0, уС/?’ 1
Из гиперболичности А следует, что уравнение (2) не имеет 

вещественных корней по ? при т=т—/7, 7(;/?՛, ;>0.
Определим на множестве всех гиперболических операторов вто­

рого порядка в области |0,7'| < функцию у следующим образом: 
р(/,х,у;Д) есть число корней уравнения (2) относительно « в точке 
(/,х,у) с положительной мнимой частью, при -.=з — /7,7. -О. Это 
определение корректно, так как число корней с положительной мни­
мой частью не зависит от 7>0 из-за того, что полином гипер­
болический.

Нетрудно убедиться, что
И(Лх, у; Д)=0(—а0.2,с(<, х,у))-|-20(ао.2О(/,х, у))0(Д|.| о(/, х, y)j, (4)

где ©—функция Хевисайда 6(0= ( ’ г 
(О, при 1<^0

В дальнейшем будем рассматривать только такие операторы Я, для 
которых |*(/,0,у; Я)=| при ^[0.Г), у^Я1՜1

Известно, что для корректной постановки смешанной задачи 
необходимо, чтобы число граничных условий было равно р(/, 0, у;Л). 
В вопросах корректности смешанных задач для гиперболических 
уравнений основную роль играет условие Лопатннского. Это условие 
формулируется следующим образом:

^(/.О.У.’.^лИО, (5)
где 7], у^/?՞՜1, -.=з—if, 7>0, Е4՜—корень уравнения (2) с поло­
жительной мнимой частью.

Сформулируем две простые леммы.
Лемма I. Характеристический полином оператора .4 мочено 
представить в виде

л-։ "-։ л-1
Л։('.х, у, т, Е, T() = (t4-a<։H֊ V«/4/)h+M+ 1 М- S WW- (6) 

/-1 £-!
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+|/ —яи,о~ао։о

при этой А—строго гиперболический тогда и только тогда, когда

Лемма 2. Если Р1 и Р2 -гиперболические операторы, то

14* ,л-.у;.°։/’։)=11(/,х,у;Р1)4-р(/,х,у;Р։)

Эквивалентность трех формулировок условия Лопатинского уста­
навливает следующая
Теорема. Пусть А—гиперболический оператор второго порядка, 
определенный в области |0,Г] и такой, что р(/,О,у; Д) 1; В— 
оператор первого порядка. Тогда следующие три условия эквива­
лентны:
(1) Условие Лопатинского для задачи {Д./?}
(11) Существует гиперболический оператор второго порядка И, 

заданный в области (О17'|Х/?"~։ и такой, что на Г
а) А=РВуО. R—оператор первого порядка (8)
б) И(0)~О.
При этом, оператор П может быть выбран строго гиперболи­
ческим, если 4—строго гиперболический оператор.

(111) На Г выполняются следующие условия на коэффициенты 
операторов А и В:

при л^>3, —— *1.0,0^ о>. 1,о-Ь ~у я1,ко 40о,։,о

при л=2, ֊- 6|,о.(,^ аи.о+

1Р1< 1 —*1,0.0 ’о) —а1( I — *1,О.О?о) — *0.0.|(&> —«о)]* +

(9)

(10)
+ 4 ;(1 — *1.0.0 ?0) (1—*1.о.о %)>0

Доказательство. Покажем, что из условия II следует ус­
ловие 1. Факторизовав характеристические полиномы операторов А и 
П по «, запишем равенство (8) в следующем виде:

аодо(:-; ) (<—։_) = /?(г։л)Я(^л)+^о.։.о(Е—С։՜) (5—Су) 

так как из /?(т,5+т})=0 следует (5+—С։") (Е+—Су)=О, 
чго невозможно, так как Су Су —корни с отрицательной мнимой час­
тью. Теперь докажем, что из условия 111 следует условие 11. Рас­
смотрим случай л>3. ■ •՛

Воспользовавшись леммой 1 и разложением (8), запишем харак­
теристический полином Г)г (Сул,5,т)) следующим образом:

^Л(/.У.'Л.г1,)=Д։(/,0,у,-,«,’1)—РССул.С1!) (*1.о.о- + Н| ^*0.0..^ ), 

где ։о<0, ?0>0. Будем искать оператор R в виде:
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_ л—։
Я=ЧЛ У.) ( ’+аое+2>™)-

I -1
Наложив на О требования теоремы, получаем систему неравенств для 
нахождения X;

1 —> ^1.0,о>О 
₽о-КО 

Эта система совместна, если £։дор0<1- В случае л=2 единственное 
отличие доказательства заключается в том, что R выбирается нес­
колько иначе:

Я=Ч(Л У) НМЛ у) —

Осталось доказать, что из условия 1 следует условие 111.
Пусть не выполняется условие 111, Покажем, что условие Лопатин- 
ского нарушается, т. е. существуют <?£/?’, *)€/?"-■, ■£>() такие, что 
Я։(ЛО.У.'Л+г|)՜ 0- Обозначим г=/?։(/,0,у,-,;+т|) и рассмотрим равенство 
Л։(ЛО.у,-М+,))=О

л—I
Л(Л0.УЛ.БП')Нм+(1—^.о.о»о)-+ V £1,<Т//]Х 

/-1
л—1 л-1

I ։ —^։до Ро)х+ ьит։/]—. 2£|7/./11/т9=0’

л-1 л—I
где 2 *!,/■»;/= X “Л/—“о 2 ^о.олЧ’ /•I р|“1

л—1 л—1
2 />1.1^1— 2 Р/7!/—?о 2 ^о.о.»7։՛ 
/ | — | Ы"*

Для доказательства теоремы остается приравнять г=0 и показать, 
что существуют т(£/?л՜1, т=а—й, 7>0, для которых выпол­
няется равенство

л-1 я—1 я֊1
Ю—й|.о.о%)-Н 2 61,<7)/П(1-*1.оА)т+ 2 2 7/./’^/=°

Т-1 1-1 «./—I

Разделив в этом равенстве вещественную и мнимую части, получим 
следующую систему:

л-1 л՜1
1(1— *1,о.о<։0)з+ 2 ((։— Ко.о?о)°+ У ^./^*1“

<-1 /в։
л—I

—1£(1—А։,о.иао) (1 —^։.о.о?о)— 2 
и-։ 

л—1
7(1 — £|.о.о Ро)| (1 -*1.о.иао)՝3+ 2 ^./^Н 7(1—

л-1
|( 1 —А 1.0,0 + ^’1

/ •* I
Нетрудно убедиться, что при нарушении условии III, эта система 
имеет решение, обладающее требуемыми свойствами.



Следствие. Пусть коэффициенты операторов Д и В—дос­
таточно гладкие функции. Оператор А—строго гиперболический, 
операторы Д и В—не характеристические на границе. Тогда, при 
выполнении условия Лопатинского, существует такое -[0>0, что 
при ,^,0 для любых ф^Нст((0,Т)Х п̂+ ), Г)Х/?1՜1). удов­
летворяющих определенным условиям согласования, при р'՝՝3 су­
ществует единственное решение и^Н>'Ц(0,Т)ХR].) и имеет место 
оценка:

~М А соп$1 (-у А +<Й“>А ) (1 1)
Относительно обозначений см. например (*).
Доказательство. Пусть А—продолжение на х>0 оператора В та­
кое, что А—НЬ + О, где О—строго гиперболический оператор и 
и(/,0,у,79) 0. Можно показать, что оператор R может быть подобран 
так, чтобы ВА был также строго гиперболический оператор.

ЛЛ//ф | А,Д ]«--£/
Обозначив /.«=1՛, получаем систему:

АоА֊\^,А\и—Ь/
Ви А

Применим к обеим частям первого уравнения оператор В:

Г)Ау-\1.,А\Ру+\В,\1 ,Д||«=(ОА-)£,Д))/,
(12) 

Полученная система является слабо связанной в том смысле, что в 
главную часть первого уравнения входит только функция -у, а в 
главную часть второго уравнения только функция и. Для этой сис­
темы ставится следующая смешанная задача:

« = и/ = г»=0, г»г=А.о,о(О,х,у) /(0,х,у) при <=0,х>0, у^/?՞՜1
при Г С (0,7 ), х=0, у^/?-։ (13)

Из леммы 2 следует у(/0Д)=|1(/?)-|-ц(Д)=;1. Воспользовавшись оцен­
кой, полученной в работе (*), получаем следующие оценки:

7МА<СОП81 (—И"1А+<г'>А+՜!"1 р.1 )

Д|«1А+-^МА (14)г 1 <’1

Выбрав 70 достаточно большим, получим оценку (11). Существование 
решения может быть получено из системы (12) методом последо­
вательных приближений.

Пример 1. Рассмотрим смешанную задачу для волнового урав­
нения с числом пространственных переменных больше двух:

л-1
“хх~ У(=/ При (О.т՝), х>0, у£/?'1-1 

/-1
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Л—1
«*+««/+2 при ^(О,Г),л=0,у^/?"-1 ....

/-1 и'э)
и=0, и, = 0 при / = 0, х>о, у€/?"-։

Тогда из теоремы и следствия следует, что для задачи (15) имеет 
место корректность с потерей гладкости при а<1. Это условие сов­
падает с условиями, полученными в работах (•-•).

Пример 2. Рассмотрим смешанную задачу для волнового урав­
нения с двумя пространственными переменными:

«//-«л*—«уу=/ при /£(0,Г), х>о, у£/?։
“х+а«ж«у=£ при /^(0,Г), л=0, у£Х?։ (16)
й=0, «,=0 при 1=0, х>0, у£/?։

Условие корректности с потерей гладкости, полученное тля этой за­
дачи, несколько отличается от предыдущего и выглядит следующим 
образом:

Это условие также совпадает с условием, полученным в работе («).
Пример 3. Пусть А—строго гиперболический оператор второго 

порядка, не характеристический на границе, и ц(/,0,у;Л) I при 
у£/?п_|. Рассмотрим смешанную задачу:

Аи=/ 
л -1

"х+ 2

ս=(Լ սէ—0

при /£((), Г). х>0. у £/?"-* 

при *=0, у£/?я-։

при /=0։ х>0, у£Яп 1
Гакая задача корректно поставлена, так как условие (111) для нее
всегда выполняется.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

1>. Դ. ՀԱՅՐ1ԼՊԵՏՅԱՆ
Ьг||гпгц 1|1иг<||| Г||п1|Լր*|4)|սւ 1|սւե Սաւ|ասաւ՝։ււ մէւերի հււււհսր Լոպաաինսկու պայմանի համարժևք ձևակերպումների մասին
Հ"Չ</ա^"<մ դիտարկվում Լ խտոր խնդիրր երկրորդ կարգի հիպերբոլական 

‘“'վարարումների համարէ Ինչպես հայտնի Լ , այդպիսի խնդիրր կոռեկտ է, 
եք/ե բավարարում Լ Լոպատինսկու պայմանին^ Սակայն // • <// հիպերբոլական 
Հավասարումների համար խաոր խնդրի կոոեկտութ յունր հարմար ( ապարոշ

մի ուրիշ պայմանի դեպրում (Տ)է Այդ պայմանր կայանում /. նրանում, 
որ օպերատորի համար տեդի Լ ունենում որոշակի վերլու ծ ու [/յուն է Որոշ (սրՆ- 
դիրների դեպրում այս պայմանր ավելի բնական Լ ւ
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..ոդվածում ապացուցվում Հ, որ այց երկու պայմաններր իրար համար, 
մեր են։ Որպես կարևոր հետևանր, ԷոպատինսկոԼ պա յմ ան ի ցեպրում ապա. 
ցուցվում / ^Ր^ՐՈՐՂ ԿաՐԴՒ **Ւպ երբպական հավասարումների համար խաոր 
խնդրի կոոեկտությունր։

ЛНТЕРЛТУРЛ-*РиМИЪПММЛЬЪ
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