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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. И. Акопян

К одной задаче о тепловом контакте кругового диска с 
прямоугольными пластинами

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Б Л. Абрамяном 22/11 197Ю

Определение температурного поля в деформируемых телах явля 
стен вспомогательной задачей для решения задач не связанной термо- 
упругости.

В настоящей статье рассматривается задача определения стацио­
нарного температурного поля в круговом диске и прямоугольных 
пластинах. При этом круговой диск соприкасается с двумя прямо­
угольными пластинами различных размеров по двум контактным 
участкам. Необходимость определения температурных режимов в та­
ких телах возникает в связи с исследованием контактной задачи тер­
моупругости о сжатии упругого кругового диска двумя различными 
прямоугольными пластинами. В обсуждаемой задаче на контактных 
участках имеют обычные условия теплового контакта, а на остальной 
части границы тел—условия смешанных типов.

Решение поставленной задачи сведено к решению системы из 
четырех функциональных уравнений, вырождающейся в случае двух 
одинаковых прямоугольников в систему из двух интегральных урав­
нений. Решение этих уравнений построено методом ортогональных 
многочленов Чебышева. Рассмотрены различные предельные случаи.

I. Пусть горячий круговой диск единичного радиуса находится 
в контакте с двумя горячими же прямоугольными пластинами по ду- 
><|м окружности, ограничивающим утлы ( —*. 2) и "+?)» кото- 

»

>Ь1М на внутренних границах прямоугольных пластин соответствуют 
штервалы (—и, а) и ( — Л. Л) соответственно (рис. 1). При этом на 
•чистках контакта имеют место обычные условия теплового контак­
та. На остальных частях границ шска и внутренних сторонах пря­
моугольников имеет место теплообмен с внешней средой по закону 
1ьютона, а на наружных частях границы прямоугольных пластин 
։оддерживается нулевая температура. В предположении стационарности 
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температурного поля требуется определить закон распределения тем 
пературы в контактирующих телах.

Соответствующие граничные задачи для диска и прямоугольни­
ков согласно известным теориям ('•*) будут:

1У
26

Рн< I

АГ։(Г, 9)=0

7,(1, 7։(х, — 1) при |9|<» и |х|-дт (1.1)

-71-—°-) + /71(7’,(/-, 9)-Г0) 
дг

при / и *

6(1, 0)—6(х, 1) при к и 1<1 Ь

Д Г։(х, у) = О 

к »Т,(х, у) 
6/у У--1

= А-։ а6(С °) 
дг

при |9|<я и |х|<а

д7\(х, у)
Оу у- ։

О при /։>|х|>а

/։(х, -1-Л,)=О при — 1- Л, у 1 и |л֊| /,

*Т»(х. У) = 0
ОТ։(Х, у)

Оу
к оТх(г. 0) 

Ог
при г— ()-<0 ~-|֊р и |х|-<Л

(1.3)

О при 1^х^>Ь

7л< 7։, у)=Г։(х, 14Л4)-= 0 при 1 у 14-Ла и |х| /4.
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Здесь 1՝1 (г=1, 2, 3) температуры. а Н> и Л, (/=(, 2, 3)-коэффици- 
сити теплообмена и теплопроводности диска и прямоугольных плас­
тин соответственно, Го—температура внешней среды, а 2/(- и /ь 
(/ = 2, 3)- размеры прямоугольников.

Для определенности предположим, что Го четная функция. Тог­
да очевидно, что температурное поле будет симметричной относи­
тельно оси ОУ и функции = 2, 3) также будут четными. Тог­
да решение граничных задач (1.1)—(1.3) можно представить в сле­
дующем виде:

Г։(г, 6) =£ алгпсо5«0 (0<г<1, |&|4-)
л-0

у) = - MnChj*ny+flnshpny| cosp„x (|х|</,. -1-//2<у<-I), 
л- 1

'G(x. V) = 1 |/Л ch ИЯУ т С„ sh р„уI cos |1ПА- 
л— 1

1+Л* У>Н.т

где
-(2л— 1) n(2« —1)■ 1 = -------------------- ц == ---- 2--------------

2/, ’ " 21.

а Д„, В„, С„, D„ и ап неизвестные коэффициенты, подлежащие оп­
ределению.

Удовлетворение граничных условий приводит к соотношениям

- <2rtcos/i0=v [ДлсЬня-5л sliPfll СО5|‘„А- (|8|^в, |л|^а)
л-0

- artcos/i9=v |ОлсЬря-ЬСл։Ьрл| cospnx (ij֊p<0<ir+?, |х|<Л)
n-n „_|

- «алсо8пО=Л։։2 рл|—^nshp„-ф Z)rtchpn| С051ЧЛ (р|ч“. W Д» 
n 1 Л-)

1 лалCOS«9 = —*„V |iJD„shn, ; Crtch|iJcospn.v («—З^^и+3, |.r|^ft)
p-* n-i
••
t0(« + //l)u„cosn8 = A/։ro (։<0<--?, ii-j-3<9O-«)

- fl/։l(lln F ^thMIcliBn-G^thM -r //։)shjin|cosjirt.v-A/։70 (/։>|x|>a)
R 1

— C‘,l|([/-|֊/y։th|i,^,lch;in — (i‘„։hp,A'֊t H։)sli!in]cosj/x=—H.T0 (/։>|х|>йI 
yi—l

где

*1» = ^-, Л|։ = £ч л=14-л։, л =ц֊л։.

*։
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Обозначим значение выражений (1.8) в интервалах (—а, я) и 
(-—3, п-г'б) через 2~>, и 2кф։ соответственно, а значения (1.9) и 
(1.10) в интервалах |.г|^а и |л’|^А через Ч՛, и Ч\ соответственно. 
Исходя из последнего, выразим коэффициенты Дп. Вп. С„, Оп и <1„ 
через функции (/ = I, 2, 3. 4), подстановка которых в соотноше­
ния (1.4) —(1.7) приводит к следующей системе функциональных 
уравнении:

а

А'1։(|Л 5|)и?։(5)(1з+ |
— о — Ь

и / •
2*'х|2>1(л) ^12^1 1 АП(|Х 5|)у։(Л)и$

-о
ь

А'и(|х-$| )ф։(5 )։15

֊ «|)+»(5)б5 —

— Л

а

Ап(|х )у1(5)с)ь — /Дл),
—а

(1.11)

а Ь Ь

I Л'։։(|х - $|)у։($)(18 4- | Л'п(|х 5|) ^(5)(15 - к А'и(|Л—5|)?4(5)(15-=Л (л), 
V V с/
-д -6

о ь
О р

I ։ А12(|х 5|)у։(5)с1$ I Ап(|л* — 5||’^>(5)д5 —
</ V

-д -ь

(|л|^6)
ь 
р

— ) "Г I А 14(|л х|)-*4(5)с15 е (<(-*)

.Здесь введены следующие обозначения

к”‘1
/1(А) = “^( ( +] )А'п(|х-5|)Г0(5)(15 4

֊<4 3 « 3 , -.«7 л
- а I,

А 1з( I*—$|) о(5)^8—(1о՝

А'П(|Х 5|)/0(5)(|$-

-Д /,
~/А1( ( + ^А',։(|х-5|)7՝О(5)<134//,А'1։а0.

֊/, л
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/։(х)-------—։ ( ^А'и(|х — з|)Г0($)(|5

- *+з *

”? ч
+ 'Ц I + ( )Мк-«|)Гв(«)б8-ав>

-6 ь

к № "*
Л<х)=-§г( ( + ()^1(к֊5|)Гл(5)а8- 

—«43 ®
-Ь /.

~н'\ С + (* )л;4(1.г-5|)г0(5)(15+ /у,япп0.

-1Л ь

Л„м֊2 V (ж)_2 <■ ™
«Ч-//1 “| п гН.

«1Э (Л ' --  I ~
________ |сЬря<Ь(М !—5Нн„|с<)5 !1Я.У
11л|сЬ|*и—5Ьр„1Ь(р„М)| //,!с1։:«л1Н((1/1А) 511|1„|

1_ - __________ кНря1Н(ряЛ,)-511|1я|С05|1>_______ _е» 21 11яКЬря-5Ь1«я1Ь(|<А'| + А/։|с11п„С1Ц!.;А')-51։пя|

Следует отметить, что вследствие малости контактных зон по срав­
нению с характерными размерами контактирующих тел при получе­
нии системы (1.11) принято д=х.

2. Приступим к изложению методики снедения системы функ­
циональных уравнении к системе бесконечных алгебраических урав­
нении. С этой целью заметим, что все ядра функциональных \ равне­
ний (1.11). кроме Х,։(.у), имеют логарифмическую особенность в пуле. 
Поэтому эти ядра могут быть представлены как суммы своих особых 
и регулярных частей:

А|1(-у)=21п

(|х|<п или |л-|^А)

281



где

Здесь

Л и(-'֊ )= — !<։

Уп(л) = 21п
А*

2 в!п х/2
со$ пх
п(п+Н^1

1п

1п

4е

А С1Е — 
4е,

֊со$рлл\

■■ ■■ 77՜——---------- С О$н _л •ня(и.-г-^(ня))

С(/)=

2 л

п

сЬ/ <11 (А/)-5Н/ 
• 11Ц//Г) -ей/

Исходя из указанного факта, разложим искомые функции ?,-(х) 
(/ = 1. 2, 3. 4) и ряды по полиномам Чебышева первого рода

л— О

^ап(-՝‘/сз ։
(*= I, 2, 3, 4) (2.1)

где
а при I' - 1,3
Ь при т‘= 2,4

Подставляя зти выражения в систему (1.11) и используя ортогональ­
ность многочленов Чебышева, для нахождения коэффициентов раз­
ложения (2.1) известным способом получаем систему бесконечных 
алгебраических уравнений

I •
Л-1'1 . V V с</> 

/ I л- 1

Т>) 
/л. л

П
(2.2)- с«>. т

Явные виды Г^п и здесь не при водя гея.

• 1егко доказывается (*), что система (2.2) квазивполне регулярна.
3. Рассмотрим некоторые частные, случаи обсуждаемой задачи. 

Сначала предположим, что прямоугольные пластины изготовлены нз 
одного и того же материала и имеют одинаковые размеры. В этом 
случае задача будет симметричной не только по отношению осн оу 
но и по отношению оси ох. Это означает, что (1,=ря', Нг~Н»

«“*. ?, (х) « \ (л) = ?։ (х), (л) = Ф4 (х) = (х), Л1։ =
и система функциональных уравнений (1.11) вырождается в следую­
щую систему интегральных уравнений Фредгольма:
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л ) е
| /?։,(|л-«|) ?։(5)сЬ - | /?„ (|л -5|) ъ (5)։|$ = £,(л)

—а
(3.1) 

а
2пЛ0?1(л)) -к6Н1 J Я։։(|х-$|) Ф։(л)3ь-о,(л) 4- 

— О
а

+ //^ А*п ( 1Л՜ — 5 I )?1(«)б5 ■= £»(Л),

— а
где

/?п(х)«2Ке|Ф(е։'\ I, Я։)|, /?„(.<) =К„(л-), я։(л)=/։(х) 2а0, 
#։(л֊)=/1(х)+2*</Лво« а Ф(г.$Л')~ известная функции (*).

После этого в системе (3.1) I, устремим к бесконечности, л затем и 
/2 и Л2 одновременно устремим к бесконечности. В результате при­
ходим к системам интегральных уравнении, описывающих чадами 
теплового контакта кругового диска единичного радиуса с двумя 
одинаковыми бесконечными полосами и полуплоскостями Эти систе­
мы будут иметь аналогичную с (3.1) структуру, притом в нервом 
случае

|Ь(> /г) СО5 >Л ,
/ 4֊

(I

а но втором случае

/?|։(д ) - — СО5 /У։ЛС 1( н,х) 4- $1 п//։Л'3|(Нгх I

Здесь с|(л) и з1(х) известные интегральные косинус и синус (<|.
В частности, в случае полуплоскотей разрешающая система имеет вил

— и

4 5|п//։(Х— 5)$։ //.(Л- 5)

а
2-Лв?։(А) — 2Н^0 | |?е

«I

соз/У։(л- $)с1//։(д՜

Со.ч//,(Л—З)с1//։(Л-—$)

1։(5)бь-=А'|( ՝)

. 1.^1) ?։(5)бЗ-?։(-<)

4) 5(п/7։(Л л)8|//։(-С—л) ;г(х)<Ь А’,(х)
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Все эти системы интегральных уравнений, так же как и система 
(1.11) с помошию аппарата ортогональных многом «снов Чебышева 
первого рода приводятся к регулярным системам бесконечных алгеб­
ра и ч ес к и х у ра в н е н и и.

Автор выражает благодарность С. Л\ Мхитаряну за обсуждение 
работы. ;
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