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1. Пусть D обозначает круг Н<4 
комплексной плоскости. Для произвольной

чим через Си окружность
2 2

и Г—окружность |z|=l в 
точки • = е1* £ Г обозна-

через /Л — ее внутрен­

ность. н для произвольного •?.-------<??\ — >
2 2

обозначим чере՝

А(0, ф) прямолинейный отрезок, соединяющий точки 5 =—е/0 н 
(1 е 'т cosф)е,։. Другими словами, А(9, <f) является хордой круг 
/Л, оканчивающейся в точке Е=е” и образующей с радиусом н это

точке угол раствора <f. подобласть круга De, заклю­

ченную между хордами А(9, <р։), А(0, х։) и окружностью Со, обозна­
чим через Д(б, <р։.

По определению (։), непрерывная в интервале (0, оо) функция 
H(t) принадлежит классу Сн, если H(t) не возрастает па (0, оо), 
llm H(t) = -t֊oo, tH{t) монотонно стремится к нулю при /֊*0 и

Пт -----------
յր*+օ хН(х)

с У 0, ею. (1)

Непрерывную функцию h(t)^O, определенную в интервале (0, оо). 
называют функцией меры, если она обладает следующими свойствами 
А(О возрастает на |0, оо), Л(0) = 0, /-։Л(О — неубывающая функция 
при /—0. Непосредственно видно, что каждая функция Н^Сц по 
рождает функцию меры Пусть £՝сГ произвольное
борелевское множество. Обозначим через ЛЛ(£) его хаусдорфову 
А-меру, т. е., ЛЛ(£)=Цт Л<Н(£)։ где Л<е>(£,)=|п1 2Л(г.), и infimum 

берется по всем покрытиям US, множества Е счетными наборами 

кругов S. радиуса г,<р. Для произвольной функции /7С/у положив
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)(//)
ЛЛ

1
1 /А?) п = 1, 2 . . .

и обозначим через сарнЕ выпуклую емкость множества Е относи­
тельно последовательности (М"»| (см. определение в (*), стр. 364) В 
случаях Н(/)=/*՜', 0<в< 1 и Н(!) — ( 1 получаем обычные а—емкость 
сар.Е и логарифмическую емкость сар0Е множества Е.

(| ֊ |?|) Н( I -|г|)|р( /(’И|М«/у<ео.

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть ЕсХ — произвольное борелевское множество 

и Н£Сн. Если А/>Н(Е) = О, где /»/,(/) = то сарцЕ-0.
Доказательство. Непосредственная проверка показывает.

что функция Ан(/)

А„(/> = \Н(()сН
О

является функцией меры. В силу условия (I), Ал (Е) и (/Г) ран- 
*//

ни нулю или положительные одновременно. С другой стороны, согласно 
одному результату из (('), теорема 2), если Л՜ (Е) =0, то сарнЕ=П, 
что доказывает утверждение леммы 1.

2. Рассмотрим мероморфную в И функцию /(з), принимающую 
значения на сфере Римана 2. Сферическую производную функции 
/(г) обозначим через р(/(л)) =|/'(г)| |1—|/(?)|г| ՛. Если существует 
11|ц/(г), когда г-+5=е'*, г£А (О, э։, ®։) и предел не зависит от вы­
бора угла Д(0, <?։, то обозначим его через /(0).

Принято говорить (см. (*•’)). что функция /(?) принадлежит 
классу 7՜//, если Н£Сц и

1 ।
Тц(/) =| АЩН( 1-/)<7/<ои при | //(!-/)<//<4 ©о 

и о
I

Г1(/)»11т Л (<)<оо при /7(1—/)<//= ео
и

где

А (/) = | [ |р(/р»|Ш</у =х 4- >у.

Классы Тц являются подклассами функций ограниченного вида. Из­
вестно (’), что /£ Тц в том и только в том случае, когда *

(2)
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Для функции f(z)CTn, Н£Сц известно (см. (*)). что llm f(re") су- 

шествует для каждой точки 1 — е‘*£Г, исключая самое большее 
множество точек 5 = е'։££сГ, для которого сарцЕ—Q. Мы усили­
ваем этот результат в следующем виде.

Теорема 1. Пусть Н^Сн и /£7՞// — произвольны. Тогда на Г 
можно указать такое множество £, сари Е = 0, что в каждой 
точке ։ = существует определенный предел

Замечание. В случае = эта теорема была доказана А. 
Бёрдингом (4), а в случае H(t) = /'՜*, 0<а<| — Л. Карлесоном (։), 
гл. V, теорема 4. В ее доказательстве в общем случае мы придер­
живаемся схемы из (*). |

3. Доказательство теоремы 1. Рассмотрим окружность 
Сяг|г| = гл, где гя=1—2՜", л =1,2,.... Для произвольного нату­
рального числа а рассмотрим на окружностях Сп, л = 1.2,... дуги 

ш.„=| с = rne։t; * • 2г • 2֊"<9<> - 2п - 2֊" + 2гл - 2-| *=1, . . . 2*.
Рассмотрим области

А „ =\z=reit^ D-. v • 2r . 2-"<0<S • 2г - 2֊՞ -]֊ 2-а - 2 л. г„_։<г<гя 
и положим

С С р։(/(г)) ■ 2 я • Н(2 ”)dxdy. (31
•-I J J

•*4»л

Учитывая соотношение (2), получим

М(а)= V ая<°°- 
л—1

Разделим области А.п на два типа. К первому типу отнесем такие 
области Д.я, что

Ср(/(г))^У>1. (4)

4»л

При каждом фиксированном п, л = 1, 2. . . . неравенство (4) имеет 
место для конечного числа индексов *, >=1, . . ., т„ и согласно (3) 
можно считать, что

2яап
Н(2֊п)

Обозначим соответствующие областям Л.я, »=1, . . тп дуги 
через ря, 1-<7</пя, а их длины через |ря|. Тогда имеем:

гн п •• т п
У V llinl н ( |7/я|) «s V V 2-а • 2-пН(2~а • 2՜՞)^ «-։ *-։ »•։

2га - V 2-՞ . „I - Н(2-а • 2-՞) <2га - V ^2яд_‘ 2 ") а
Гх г4, //(2֊՞)

(5)
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и так как Н(1) — монотонно возрастающая функция при г -0, то

- Н(2֊п • 2 ")
//(2֊л) — "П п- ։

м - /Ли
Положим £'а = Л и и 1/я. 

»֊ I п-Ь 1-1 Тогда из неравенств (5) и (6) следует.

что ЛА//(£’а) = 0, и в силу леммы 1, сар„Еа = Ъ. Положим £=и Еа, 
в — I

тогда сарцЕ = {\.
Выберем точку ;0 = е/(|«£Г Е, в которой существует радиальный 

предел Ит /(ге/9) и не ограничивая общности будем считать, что 
г 1

этот предел равен нулю. Поскольку точка ;0 лежит в дополнении 
множества Е, то достаточно малая окрестность точки Ео содержит не 
более чем конечное число областей А,п первого типа и значит су­
ществует такой номер л0, что для любого п^>п0 окрестность точки 
содержит область .4<л второго типа. Поэтому начиная с некоторого 
номера л0>0, для каждого л>л0 существует такая область Дл

= О0|<2<։ • 2 ", гя_։<г<гл ։|, в которой {)>’(/(г))г/хг/у 1.

Поскольку полусфера Римана имеет площадь 1г/2>1,5и площадь 
образа каждой области Ап, п>п0, при отображении /(г) не превос­
ходит единицы, в круге |и*|< 1 можно найти такое множество 5Л, 
площади большей 0,5, что при каждом л>л0 функция /(г) не прини­
мает значений из 5Л при г£Ап. Рассмотрим класс всех измеримых на 
множестве 5'л функций д, удовлетворяющих условию I, и за­
ладим функцию Г^п)(?)

Л<л>(г) = I I —------------  <и = //Д֊/Т)7 3 3 /и)-ш

голоморфную в Л„;
свойствами: а) существует

Функция Е^Чг) обладает следующими 
константа С. 0<С</эо. не зависящая от

д и п>п0. что
(7)

и б) существует числовая 
не зависящая от д, что

последовательность Ит ։л=0

(8)

R силу принципа гармонической мажоранты из (7) и (8) следует, что
д{м)^н(1г<

— (О

Для любой функции </(г), |<7(')|՛ 1 при |0 — • 2 я
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П>Па II 6„-*0, Л-ОО. Поэтому

%>'$ир [ С (—;—+—*7(ш) = (I 13\(г)| I ,т °
1«| 1 33 \/(«)֊« ш / 33 1/(«)-«1Н

$П

откуда и следует, что Ит/(г)=0, когда г->Е0=е'’- и г£\ге'*£О; 
|в—в0|<;а • 2՜", 2-п-։^г^2 ". Другими словами « силу произволь­
ности числа а, функция /(г) стремится к угловому граничному зна­
чении) /(Ао) = 0. Теорема доказана.

4. В статье ( ) был доказан следующий результат: для произ­
вольных Н^Сн и /£Тн на Г существует такое множество Е. 
сарцЕ = <\ что в каждой точке ։ = е/в£Гх£՜ интегралы

3

А/(б- ?> = Ср(Г(«))|Лг| (8)

Л(». ?)
конечны для почти всех <?, —-/2<5<^/2 и если по некоторой хорде 
//(9, -) в точке ?=е'*£Гх£“ интеграл АДО, «) бесконечен, то Л(с, ?) 
является сегментом Жюлиа функции /(з), т. е. в каждом угле 
Д(с, ?։ ?։) содержащем хорду Л(Е, ®) функция /(г) принимает беско­
нечно часто каждое значение из за возможными двумя исключе­
ниями. Объединяя этот результат с теоремой 1. получаем следующее 
утверждение. . чМ6»]

Теорема 2. Пусть Н£Сц и / ^Тн—произвольны. Тогда на 
Г манено указать такое множество Е, сарцЕ=О, кто в каждой 
точке ; = е(,’£Г Е существует определенный предел и инте­
гралы Е((Ч, с) конечны для всех <?, —я/2<ср^к/2.

Замечание 2. В случае /У(0 = / 1 эта теорема была доказа­
на М. Цудзи (’), в случае //(/) = /’“’, 0<։<Ч. В. II. Гавриловым (՛).

В заключение выражаю искреннюю благодарность моему науч­
ному руководителю В. И. Гаврилову за постановку задачи и постоян­
ное внимание к работе.

Московский государственный университет им М. В. Ломоносова

II. V РЬРРЬРЗиЪ

I ц Г]ЦИ1[1 п।Г, 1|у ||шГ|I.г]| 1иГаЦ |П|1'пи фС Ьцгш фГ, шгЭЬГСЬг|| (/цифр!

7/члшр/р/т </ />Ь кшС</шЬшфш 1/ и>1։и(ф ЛСрнЛ >։[>}

^>П1Ы1д/։шЫчф ьършцши՝ Тц цшир, прр ишЪ։/шб (
11 I/ //и ши шЪ д р/։ ‘/[>41 ши> Ь »[ [>и> дш и ш1[шЪ Н(/) •։}‘'>Л‘11д/>ш11՝
ш/Ъ а ‘ Р у ш д [Ч И.2/ч и։ш шЪ [>п>д ши/ш дп։ д։/н>д ( Тн цши)» У# п <Ь /| у /| и/Ь К (! Д

шЫцпаЪш յ|lЪ ш р Л» ры. ц /а 1/и յntյntЪp иг/[ 1/Ъ п I р К р
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շրջանակի վւ՚ա • Гш01' ա]Ն րաղմ ո,թ յուննևրից. որոնց րնութացիրր տրվում 
( ուոոլցիկ ունակության տերմիններով H(/) ֆանկցիաշի միջոցով սահման- 
ված որոշակի հաջորդականության նկատմամբ։
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