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1. Пусть О обозначает единичный круг |<г|<4, Г единичная ок
ружность |г|=1, и 2 — сфера Римана. Для произвольных точек а и 
Ь ( И и произвольных подмножеств 5։, 5։СМ, неэвклидовое расстоя
ние э(а, />) .между точками а и Ь, расстояние а(а, 5,) между а и 
и расстояние =(5։. 5։) между 5։ и 52, определяются формулами:

а - b
1 а b

ծ) = In
2 1 — и

где з(а, S։) =

= Inf о(о. b), c(Sv S։) = Inf о(л, S2).
O€SI

Обозначим через h[z, ®), хорду круга D, оканчивающуюся в 
точке ։ = Г и образующую с радиусом в этой точке угол ®, 
— ՜/2<Հ®<լ-/2. Пусть ձ*(Լ о։, ®։) обозначает подобласть круга I) 
ограниченную хордами А(։, ?։), Л(с, <?։), с — £ Г, — ՜/2<յ>։<Հ«։<Հ՜/2
и окружностью |z—е<։| = г, 0<г<1. Обычно ձ*( Լ ©։, ?2 ) или 
просто если нас не интересует размер этого угла, на
зывают углом Штольца с вершиной в точке 5 £ Г. Пусть )■(;) 
означает орицикл круга D в точке £ Г и Օձ(-) обозначает ориинк- 
лическнй угол ограниченными некоторыми орициклами Л։(£) и \2(;| 
и окружностью \z—с|=г, 0<Հր<Հ1.

Пусть z=e^ произвольная точка на окружности Г, £ Г. Назо
вем правым путем, оканчивающимся в точке Г, всякую жордано- 
вую кривую /.՛('.), которая задается непрерывной на |0, 1) функцией 
z = z(t) со свойствами: z(t) £ \z£ D\ 0<argz^O |-к/2, |z—е'։|<1|, при 
нсех и 11ւոշ(/) = Լ Для произвольных действительных чисел

а и q, 0<Հ։<Հօ։և, <7>0 и произвольной точки — е'*£Г, назовем пра
вым q путем />(',, а) в точке всякий правый путь £+(»): z=z(/)< 

0՛ /<1, оканчивающуюся в точке Հ для которого Пт —--—
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= *> Обозначим через к֊С„ а). 0<«<оо, 9>0 и назовем левым 9-пу- 
тем в точке \ = е‘*£Г, образ правого «/֊пути «), оканчивающе
гося в точке при симметрии относительно радиуса /«('., 0) круга Г) 
в точке С. Теоретико-множественное объединение правых и левых 
9-путей £+(',, я) и а), оканчивающихся в точке '.£Г. пазовом 
^-путем в точке г, и обозначим через а).

Для произвольных а, ,■։ и 9, 0<^я<^<Ъо, 92-0 и произвольной 
точки ; = ей(Г назовем правым 9-углом с вершиной в точке ',£Г и 
обозначим через а, ?, 8) подобласть круга О ограниченную пра
выми 9-путями а), £*('., 3), оканчивающихся в точке £ Г и 
окружностью |г—^|=о, 0<^<Ч, где ? достаточно малое положитель
ное число. Обозначим через Д~(;, я, ?,8) и назовем левым 9-углом с 
вершиной в точке £Г, образ правого 9-угла А+('., ։, 3, 8) с той же 
вершиной при симметрии относительно радиуса й('„ О). Объединение 
правого и левого 9 —углов Д^('„ а, ?, ?), А- а, 3, 8) назовем 9— 
углом с вершиной в точке и обозначим через А^՜., я, 3, 3) или 
просто ЛдС). если нас не интересуют размеры этого угла.

Нетрудно проверить, что части хорд (орициклов), оканчиваю
щиеся в точке ՛, = £'*£ Г и попавшие в круг |г—'.| 1, являются пра
выми или левыми 0-путями (I-путями) в точке С, в зависимости от 
знака ф, а углы Штольца Д*(^, ®, —?), ֊“/2<5<"/2. (орнцикличес- 
кие углы ОЛ(՜)) с вершиной в точке £ Г, являются 0-углами (1-уг- 
ламн) с той же вершиной.

2. Относительно 9-путей и 9-углов справедливы следующие грн 
леммы, первые две из них дают оценки неевклидовых расстояний 
между двумя произвольными 9-путями.

Лемма 1. Для любого положительного -^>0 и оля любого 
д-пути а) (0<а<Ъо, 9 0, а ы 9 фиксированы) в точке '.£)՝, 
существует д-угол А?('.), содержащий некоторый д-путь я)П 
Л | г; \г—0<8<||, и такой, что Д?('.)с1^€^՛ 3(г« ^-</(- Л))<С£1-

Лемма 2. Для произвольных д-путей 1, ։). ., 3 )
(0<а<р<пи, 9>0) в точке = е'։£Г, существуют такие положи
тельные постоянные 8 и с, I. с^>0, зависящие от а, 'вид.

а) л |г; |г—:|<3|; ?)Лк; |г֊К51)>с-
Лемма 3. Для произвольных д-путей а։). ®1).

°<в1<я><ею, в точке Г, существует такой д-угол
<(’. ₽1. »). 0<а։<р1<р։<я։<ос, 0«1. что (/) Д^('.. ?г ?», 8)С
Сд90. я։, я։, 7) для некоторого положительного 7>0. 
кОД’(',, ?։, ?։. 8) ограничены д-путями ?>). ?։) 11 окруж
ностью |г| = $, о<«<1, 1-к1 = ?>ё--вН+|.
°<|агйг-0|<«/2|, /.;с, Э,) = |г^/Л |-|г| = Ма^г-бр*1. 0<|агИг б|- 
<^/2|.

3. Рассмотрим произвольное отображение/:^—՛-’ и произволь
ное подмножество 5 круга I). для которой» точка '.£Г является пре
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дельной точкой. Предельным множеством С(/, •, $) функции / я 
точке • € Г по множеству 5 называют совокупность таких значений 
те£ что те-11ш/(*5,*’) по некоторой последовательности точек

Нт В качестве 5 можно брать хорду Л(՜., в).

орицикл Л('.), угол Штольца Д*О, орициклический угол ОД('.), 
«/•путь £<?('., а), д—угол или весь круг О.

Пусть Я произвольное конечное множество неотрицательных 
чисел и произвольная точка окружности Г, ;£ Г. Отнесем точку ՛. 
к множеству С.։(/) (соответственно С*(/) или ОС(/)), если для 
любого </ угла Л7('„ а, *), ККК՞®» (соотн. угла
Штольца Л*(*.) или орициклического угла ОЛ(’,)) с вершиной в точке 
£Г справедливо С(/, Д?('„ а. 8)) — С(/, О ) (соответ.

С(/. Л* ('.)) = С(/. /») или С(/, ОЛ(',)) = С(/, П)). Не
трудно видеть, что для произвольной функции /(г). определенной в 
круге I) справедливы равенства: С0|(/) = С*(/) и С] ։.(/) = ОС (/)

Полную характеристику множества С^(/) для произвольных 
функций /:О—У дает следующая теорема, в которой символ ис
пользуется для обозначения дополнения множества £"с:Г относитель
но Г.

Теорема 1. Пусть А—произвольное конечное множество 
неотрицательных чисел. Тогда класс множеств |еСя(/)] для про
извольных функций определенных в круге П, совпадает с классом 
|‘.Сд(/)| для функции голоморфных и ограниченных в О и совпа
дает с классом множеств Е^Г, одновременно первой категории 
(по Керу) и типа Р, на Г.

Замечание 1. В случае А = |0) эта теорема была установле
на Е. П. Долженко (('), стр. 249). В случае А = |0, 1| теорема I зна
чительно усиливает один результат из ((*) лемма 1).

Построение примера в теореме I совершается в более общей 
ситуации, чем это определяется условиями теоремы 1. Чтобы сфор
мулировать соответствующий результат, рассматриваем произвольное 
подмножество 50 круга О, обладающее свойствами: 1) множество 
||г|; ’€$о1 плотно на некотором интервале |г0, 1) действительной оси 
2) для любого г(>0 существует такое '<>0. что 1аг£ для всех 
г £-$0, лежащих внутри кольца |— 8<С|^|<С1- Обозначим через $» 
образ 50 при поворотах г'=е**г, так что $» имеет на Г единственную! 
предельную точку г—е11.

Теорема 2. Пусть Е произвольное множество первой кате\ 
гории (по Беру) и типа Р, на Г и |5»)—семейство множеств, об- 
додающими названными выше свойствами. Тогда существует огра• 
ничейная и голоморфная в круге Г) функция /(г), для которой:

£ = = С(/,5|)^С(/, Д)|.
Теорема 2 является обращением теоремы Коллингвуда о макси-1 

мальности ((’) стр. 117). I
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4. Пусть Л —конечное множество неотрицательных чисел и 
1роизвольная точка на окружности Г, Г. Точку Լ отнесем к мно- 
кеству Лй(<) (соотв. к Л1(/) или ОЛ1(/)) и назовем обобщенной 
I — точкой Мейера (соотв. точкой Мейера или орициклнческой точкой 
Лейера), если для произвольного «/-пути £,(՛.,։). 0<։<оо, զ (■А 
соотв. хорды Л(’„ ?), —*/2< ф<"/2, или орицикла Л(’,)) в точке ',£Г 
праведлнво С(/. Լհ(',, а))=С(/, £)) 2 (соотв. С(/, //('.,?))-
= С(/. ., О) ‘֊ Լ’ или С(/, >(Ն) -С(/, Բ)հ=Զ. Точку'. £ Г отне-
:ем к множеству /д(/) (соотв. /(/) или О/(/)) и назовем обобщен- 
юй Д—точкой Плеснера (соотв. точкой Нлсснера или орнциклнчес* 
юй точкой Плеснера), если для произвольного հ угла Д^('.. ։, 8, 8), 
)<><քէ<օօ, 0<Հ8<Հ1, <?£Д (соотв. угла Штольца Д*('.) или орициклы* 
(еского угла ОД('.)) с вершиной в точке ՜. £Г, справедливо С( ք,

а, թ, 8) — «2 (соотв. С(/, ձ’(',)) = Զ или С(/. Օձք,)) =2).
В случае, когда 4—состоит из одной точ|Л։ Д = |^1, գ Ո, то 

>бобщенные Л—точки Мейера и Плеснера назовем просто ^-точкой 
Лейера и ^ — точкой Плеснера.

Замечание 2. Для произвольной мероморфной в круге /> 
функции/(г), справедливы следующие равенства /«О: (/) — Г(/), 
Ы(/) = О/(/), Л4|0)(/) = М( /) и Л1|1}(/) = ОЛ4(/).

Связь между определенными выше множествами устанавливается 
следующей леммой.

Лемма 4. Для произвольной мероморфной в О функции /(г) 
I для произвольного конечного множества А неотрицательных 
шеел, справедливо разложение:

Сд(/) = /Мд(/)и/л(/).

В случае Д = |0|, утверждение леммы 4 установлено в работе 
*). Объединяя результаты теоремы I и леммы 4 получаем теорему, 
1вляющуюся обобщением теоремы (стр. 204).

Теорема 3. Для произвольной функции /(г) мероморфной в 
(руге О и для произвольного конечного множества Д неотрица- 
пельных чисел, справедливо разложение:

Г = Л1д(/)иЛ(/)иГ.

де Е—множество первой категории и типа А. на Г.
В случае Д = {0) эта теорема была доказана в работе (*)• 

Эна уточняет также результаты из статей (։) и (*) в случаях Д Э'Д 
1 (уточнение касается типа множества А).

?\втор выражает искреннюю благодарность В. И. I аврнлову за 
'остановку задачи и ценные указания.

Ереппнский педагогический 
институт нм X Абовнни
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1Г 1Г. iri’PftllSIkb

համաւսւկան և մերոմորֆ ֆունկցիաների շոշափող ուղղություններով 
մաքսիմալության թեորեմների մասին

Հո ղվ աձ ում ղիտարկւ/ ում են միավոր շրջանում մ երմ որֆ ֆունկցիան 
եղրային *!արքր շրջանաղծի հետ կ ամա յա կան շոշափման կարղ ունեցա 
ուղիների երկա յնրով։ Այղպիսի շոշափող ուղիների համար րնղհանրացվո 
են Դոլմենկոյի և Մա/երի թ եորե մնե րր . ինչպես Նաև տրվում Լ հ ո լ ինն ղ վ ո 1ւ 

մարսիմա լ ո ւթյան թեորեմի շրջէղիութ յուն րւ
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