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МАТЕМАТИКА
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О случайных треугольниках на плоскости

(Представлено чл -корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 26/1 1978)

В работе дано комбинаторное представление для вероятностей 
попадания случайных треугольников в множества из некоторого коль­
ца R. Результаты являются обобщением результатов работы (*) на 
более широкий класс множеств.

Исходным пунктом настоящей работы является предложенная 
Р. В. Амбарцумяном в (’) комбинаторная теория бю ^фоновых множеств 
в пространствах О"=бХ • • • О, где О— пространство прямых на 

л раз
плоскости с обычной топологией листа Мебиуса. Естественное соот­
ветствие между выпуклыми п — угольниками на плоскости и элемен­
тами Ол позволяет применить некоторые результаты из (*) в вопросах, 
связанных со случайными выпуклыми п -угольниками. В данной за­
метке мы ограничимся рассмотрением случайных треугольников.

Пусть Т—пространство треугольников на плоскости с евклидовом 
топологией, связанной с описанием треугольника как тройки точек 
на плоскости.

Через СЛ обозначим множество троек прямых составляющих 
треугольник; получается из О3 исключением троек прямых, содер­
жащих параллельные прямые. 0.» гомеоморфно Г, гомеоморфизм ус­
танавливается с помощью естественного отображения /:(е1£г£։)

Рассмотрим на плоскости конечное множество точек |Р/|".։; бу­
дем предполагать, что никакие три точки из |А>/|{* не лежат на од­
ной прямой. Пусть множество отрезков (игл), соединяющих
всевозможные пары точек из (Р/Ц1. Согласно (’), бюффоновымн назы­
ваются множества, принадлежащие кольцу г, подмножеств С/3, кото­
рое порождается множествами

1Чл1 X |ч>,1 X |ч/.|. **,/'*= Ъ 2, . . л; Л—1,2,3; 

здесь и далее используется обозначение:

И = |£ьО:£ЛхУ=0|.

Гомеоморфизм [ позволяет перенести понятие бюффонова множества 
н пространство Т.
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Определение. Множество Л с Т называете» бюффоновым 
если /-։(Д) £
Для всякой вероятности Р на Т со свойством

■’ рф^ Г:^С1Л|1)=0; /=1,2........... п- 

(вероятность каждого пучка треугольников равна нулю) на бюффо- 
новых подмножествах Т имеет место (։) следующее комбинаторное 
представление:

= С.(Л)р«; /֊'(Л)Сг։, (1)
4

где а пробегает множество |1, 2, . . л|։,

= Ч/.)=^(/(1ч/|1 1чл|х[ч/.1 л)>,
1— (Ч* 71» Ч» /1» Ч» /л )•

С։(Л) целочисленные коэффициенты, не зависящие от вида Р.
Коэффициенты С,(Л) определяются следующим образом. Рас­

смотрим достаточно малую окрестность е тропки прямых (£<,/,;
где ёц— прямая, проходящая через точки Р, и Рр .Малая ок­

рестность прямой (4=1,2, 3) исключением пучков |Р/,| и (Рд| 
разбивается на 4 несвязные компоненты. Соответственно этому в е 
можно рассмотреть 4։ открытых непересекающихся частичных ок­
рестностей £п. Обозначим через /д(«, «). « = 1. 2, . . 4։ значение
на е„ индикаторной функции /д(£'1£.£4) = ! ^ еслн £ Л-

( 0 в противном случае.

Каждой частичной окрестности 1п я=1, 2, . . ., 4։ поставим в соот­
ветствие число а{п) = /( ёх) 4֊ /( ё։) 4- /( ё3); (£։ € «л. где

Р/,/,1 1ч/.1 1ч/,1
/я(Аг)=( 1 если 5, ^СО, 

I 0 в противном случае.

Коэффициент С.(Л) равен следующей сумме С.(Д)=^ ( 1)°<г"’|/д(։,л). 
л-1

Нашей целью является вывод аналога комбинаторно։! формулы 
(I) для некоторых, вообще говоря, не бюффоновых элементов конеч­
ной алгебры А подмножеств Г.

Пусть задано конечное множество точек |Л,/|1лс/?>. Предполо­
жим, что множество 1Р/1" невырождено в следующем смысле: ника­
кие три точки из |Р/)” не лежат на одной прямой, и никакие четыре 
не являются вершинами трапеции. Рассмотрим множества

Д/ = |/€ 7 /= •» 2............"•
Обозначим через А минимальную алгебру подмножеств 1\ содержа­
щую А/, /=1։ 2։ , . ,э п. Атомами алгебры А являются множества

= (Л А/) 11 ( Л -։*/)» 
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где У — какое-нибудь подмножество множестве индексов |1. 2, ...п\ 
Другими словами А? есть событие, состоящее в том, что точки 
оказываются внутри, а |Р/|/е л — вне случайного треугольника.

В данной работе решение задачи получено для кольца /? те\ 
элементов .4 из А, дли которых /~’(А) ограничено н пространстве 
О1. Как было указано в (’), ограниченные множества из А являются 
бюффоновымн. Из ограниченности Ас? следует ограниченность 
/~*(А) в однако обратное неверно. Действительно, легко пост­
роить кольца /? содержащие множества, отличные от бюффоновых. 
Осложнения, связанные с рассмотрением общих элементов Л£А. выз­
ваны тем. что д/*։(А), вообще говоря, имеет непустое пересечение 
с оС>.

Рассмотрим следующие части с?С/А:

Ь՝Н1= I : АГ1II II R» I, ( II —знак параллельности)
о՝» = (о* и Ощ).
Упрощения, достигаемые рассмотрением лишь А£/? связаны с лем­
мой 1.

Лемма 1. Если А£р. то /~’(А) () С7щ» 0.
Имеет место также следующая лемма.

.’1 е м м а 2. Для того чтобы множество А^Ц было бюффоновым 
необходимо и достаточно, чтобы /֊՛( 4) Ц С/п= 0.
Из лемм 1 и 2 следует

Следствие. Множество А £ R является бюффоновым т и 
гп. т. когда оно ограничено.

Лемма 3. Для каждого А£р существует последовательность 
бюффоновых множеств |В„| такая, что Вп | А (монотонная сходи- 

Л ♦ •»
мость). В результате соответствующего предельного перехода и по­
лучается теорема 1. Для се формулировки нам потребуются следу­
ющие обозначения.

Каждой пятерке ?= (/,/,; Ч)€ П. 2. • • • л|* поставим в
соответствие тройку прямых £*,/,; £з)£Оп. где ^—прямая про­
ходящая через Р/, параллельно £/,/,. Тройка прямых (£/,;,, £/,/, £>) 
образует на плоскости две полуполосы—части плоскости ограничен­
ные двумя параллельными прямыми и секущей. Обозначим через В 
множество тех р, для которых все пять точек Р,,\ Р/,; Р,,-, Р,,; Р։, ле­
жат на границе одной полуполисы (рис. 1). Пусть луч исходящий 
из Л, и лежащий на границе этой полуполосы. Положим

Р»~ ; ь>).

Назовем двузубцем объединение двух вертикальных углов с по­
парно параллельными сторонами (рис. 2). Обозначим через Г мно­
жество двузубцев 7 со свойствами:

1) Вершины Р,, и Р), принадлежат совокупности (Р/|։".
2) Внутри т не содержится точек из |Р/|".
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3) Гранине 1 принадлежат две точки из отличные от вер­
шин Р/, и Р/,. (I ран и ца двузубца состоит из прямолинейных 
участков имеющих две различные ориентации. В силу усло­
вия невырожденности упомянутые две точки на гра­
нице т всегда принадлежат участкам с разной ориентацией). 

Предположим, что существует следующая плотность

Л<1Л<л(т)^? =Р(''и,- Ч»*« ч.).

где 'Чг луч с началом Р/ и направлением ®, ?(|0, 2-).
Интеграл от Л/,/։/л(?) 110 У™У двузубца ; ( Г обозначим через

Рис. I Рис 2

Теорема I. Для всякой вероятности Р ни Т. обращающей­
ся в нуль ни пучках треугольников и любого Д и < кольца R име­
ет место следующее комбинаторное представление

Р(А)=-Ь( \’С,( Л )/?.+ V С,( Я )/лН- V V С<|61(Л )Л,/и) (->
4 \ Т

С,(Д); С,.(Д); Сц։(Д) - целочисленные коэффициенты, не зависящие 
от выбора вероятности Р.

Коэффициенты С,(Д) и С<Л(Д) определяются следующим образом. 
Для каждой пятерки ? = (/։У։: Ч/г рассмотрим достаточно ма­
лую окрестность а тройки прямых (£|։у,; 8ц/,- ₽՝). Рассмотрим п .сле­
дующие 32 непересекающиеся частичные окрестности. Окрестность 
прямой (4 = 1, 2) разбивается на 4 несвязные компоненты ис­
ключением пучков |Р/4| и |РЛ|. Окрестность прямой исключением 
пучков |/Л | и £ 0՛£ || также разбивается на I несвязные ком­
поненты, рассмотрим две такие компоненты, элементы которых пере­
секаются с в гон полуплоскости относительно где лежит 
Ъц, ■ Каждой компоненте ав1 л»1, 2, . . •. 8} поставим в < твет- 
стние число
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а(л)=/(£։) + /(А'։) 1՜ /(£։); (£։£։£։) € ь,- 
1%/.| К/,1 1ч՝1

Тогда

С?(Д) = 1 (-1 Г”՞’’։Л (?,«), 
/1-1

где /д(р, «) значение индикаторной функции /д(Аг։Аг»^։) «а ея.
Для каждого двузубца 7 с вершинами Р,, и Р>, рассмотрим та­

кое ?, для которого прямые и лежат внутри 7, где ^—пря­
мая проходящая через точку Р։- по направлению ». Малую окрест­
ность прямой ё'щ՝ А = 2, 3 разобьем на 4 несвязные компоненты ис­
ключением пучков |/\| и |^О: ё || £ч?|. На 4 несвязные компонен­
ты исключением пучков |Р(,| и |Р/,| разобьем также окрестность 
фиксированной прямой £/,/,. Соответственно этому в окрестности 
тройки прямых (ёи,՝, ё1^< можно рассмотреть 43 открытых
непересекаюшихся частичных окрестностей. Рассмотрим такие 16 час­
тичных окрестностей, элементы которых имеют свойство
А,։^|ч.з;| 11 А'։€1Чг1- Каждой частичной окрестности ел, «=1, 2,..., 16 
поставим в соответствие число

«(«I = Л £,) + /(£,)+ /<£Д; (£1£։£։Н*,.
1чл) |Ч?1 1^1

Положим 
16 

С,/1(>.ДД) =1 (֊1)и("։+1/д (Ц. А, 7. ?. «); 
п «О I

где /л (/\; 7: «)— значение функции /^(ёгё։ё։) е« •
Внутри угла двузубца т£Г С/.д^ДД) не зависит от ?, его зна­

чение примем за С/,у17(Д).
Коэффициенты С,(Л) и С»,)п(А) отличны от нуля, если тройки 

прямых (ё՛,!,-ё>,!ё А’з), (Ком £/>-,) €0и лежат в /-'(Д) Согласно 
лемме 2, если А^Р является бюффоновым, то СД.4) = С,/։։ (.4) =0 
для всех ? и 7. Следовательно, равенство (1) является следствием 
теоремы 1 для случая бюффоновых множеств.

Всесоюзный научно-исследовательский циститу 1 
комплексного электрооборудования
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