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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А Талалнном 16/1 197К)

I. Одним из важных вопросов теории функций комплексного пе
ременного является исследование поведения степенного ряда на гра
нице круга сходимости. В связи с этим выделяются различные клас
сы аналитических функций, имеющих граничные значения Наиболее 
широкое распространение получили классы Харди Н'1, 
для аналитических в единичном круге функций /, определяемых ус
ловием

//л=|/:П|П Мр(г, /) = М,(/)<оо .
Г+М к г

где

Мр(г,/) =
1/Р

, 0<Д<оо

При изучении свойств граничной функции возникает задача о 
возможности представления в определенном смысле функции рядом 
Гейлора на единичной окружности. В этом направлении классы //՛ 
для р 1 достаточно хорошо изучены, так как ряд Гейлора на еди
ничной окружности является рядом Фурье граничной функции. При 
О 'р 1 классы Нр еще мало исследованы. Сюда в первую очередь 
следует отнести результаты Ф. Рисса (’):

11 ш 
г —1—0

г

!/("’’)-/«”0И ^ = °. 0 /,< о°

—г

и Харди—Литтлвуда (*) о возможности суммирования ряда методами 
Чезаро (С. а):

ж
Ит ( -/(е'*)К’^՝р=О, а > Р ՝. 0</><1.

п ►*. 
—ж

(Равенство (I) означает суммирование методом Абеля Пуассона).
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Для .критического* показателя ։ ™ 1 р 1 и значений ;>£(<».
II. Сунухн (*•*) установил .максимальные" неравенства:

։/2|

5ир|а;(е^, Л|/’^Г 
Л

(2)

Остался открытым вопрос о справедливости (2) при 1/2<^р< I.
В данной статье мы приведем ряд оценок, связанных со ско

ростью суммирования ряда Тейлора на единичной окружности мето
дами Абеля - Пуассона, Чеэаро и Валле—Пуссена, а также сформу
лируем аналоги теорем Джексона в классах НР, 0<р <1. Кроме то
го, отметим, что неравенства (2) верны для всех р£(0, I).

2. Модулем непр -рывностн порядка А функции /£ Нр, 0< /><ос, 
называется

зир
Р

•-«*>)
Ър

Вместо будем просто писать Обозначим также

1/1,= (֊-[ 0</?<оо.

— Г

Теорема 1. Пусть/£НР, и к —натуральное число
Тогда

V (—1)* -•"/* 

“-9 \/И /
1 > г > г О

Если /(«)— У то
>-0

>-0

где •$*(*, Д*—коэффициенты биномиального рндя, т. е.
/ — О

(1֊х)-<։+*’ = £ АХ- 
Я-0

Теорема 2. Если /£НР, 0</?^1, то
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цу— рыип, />р

1. ։>!//>— I

|1п(Л 4-2)||//’, ։=|//7-I

1»Ч *-<•*։>, -1<в<1/р- 1

при п^п0(л, р).
Окончательный характер теоремы 2 показывает
Теорема 3. Для любых фиксированных р (0</> 1) и ։ 

( |<։<аи) существует функции /0 /0(։. р) из №. Оля которой

Н/о-^Пр’Яр. РЫЧ". /)р

I.

|1п(л -2)|’'

//Н/» Р I)

։>!//>-!
з=|/^ — ։

-֊։<?<։//>-1

Доказательство теоремы 1 опирается на формулу Пуассона спе
циального вида 

/(/?*"' *>)£(Я*" )Р(г/Я)Л. 0<г</?<1,

где / и £ аналитичны внутри единичного круга, £(|г|) --0. 0<|г|<1 и 
I ] __ г9

Р(г, /) = — —---------ядро Пуассона. Оценки в теореме 2 полу

чены сразу для всех я благодаря специальному интегральному пред
ставлению средних Чезаро

т

(л;)-։<-|)- 

2" 2к

(ге^) п^т1„/(ге^^)^-^ 1 - геЯ։+*”'’) “ *՛<*? (3)

Представление (3) удобно использовать и для оценок Ц։;—/Ц, при 
/С>1, которые в случае отрицательных значений а ( воз
можно еще неизвестны:

11/-°: |,<С(в.дМ֊’«(1/л./Ь. Р>\

3. Обозначим через Еп(/}р нанлучшее приближение функции /
Я

тригонометрическим многочленом Та^е1*^

£,(/)р-։пГ1/- ЛИ,.
т„

Теорема 4. Если НР, 0<Р^\ и т — натуральное число, 
то
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Еп(/ )р^А(т, -------֊./), л = 0, 1 - • • (<
\л + 1 '/>

В част ноет и
4(1. (6/к)1,'Г/'—+1\

6 \ р /

(Г~гач.иа-функция Эйлера).
Приближающий многочлен, осуществляющий оценку (4), имеет вид

т

— г

(ге(ч) п

(1-ге'’)1+
</?■

где г и а выбрани надлежащим образом.
Теорема 5. Если к—натуральное число, 

то

^л( /, р)(п + 1 )-%>е
/ 1 ^/\ 
\п + 1՛ дчк)р

0О<1,

/=0, I, • • •

здесь понимается предельная функция аналитической

функции

В доказательстве теоремы 5 существенную роль играет следую
щее утверждение: если Л —натуральное число и /'*’£/7Л
то существуют такие числа В(р, к) и С(р. к), что тля всех 0<£ 
^В(р, к) выполняется неравенство

/=0, 1. • • • (5)

В классах НР, р 1, неравенство (5) имеет место для всех
с коэффициентом равным
всех В. И. Иванов (5)

единице, и 
показал, что

теорема 5 справедлива тля

5"Р ^о(Тт)р I! Тт ||р> = 5пр Е0(Т„)р(«>(2*. Тт)р)-1 =<х>

поэтому в этих пространствах аналог теоремы 5 при л=-0 невозмо
жен.

4. По аналогии с я’(г; /) определим .запаздывающие" средние 
Валле-Пуссена г>*;

/) = (4;)-։ Г /)-
*-о

Теорема 6. Пусть /£НР, 0<д^1, и целое 1/^—1. Тог
да

II/ — II Р 4(а, р) Еп(/)р.

Эта теорема доказывается на основании представления ъ* в виде
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V / _ լ)*
2п Ու

, Г/(ге^ «’) 
J (1—ге'9

| (րժ’)՜2*՜,("։,|,+* — (re1’) 2*<л+ч+1 |х

11 — (րճ'’)՜։|՜Հ| |l-(re<’) 0<г<1.

5. „Максимальные" неравенства (2) остаются справедливыми дли 
сех значений р£(0, 1), т. е. имеет место.

Теорема 7. Пусть 0<^р-<^1, а=1/р—1. Тогда

к «
I sup|o*(«\ /)|г dog^A(p) i |/(e'’)|r log+1/(<?'?)|մ<տ փ A'(p)

J л J— Ж —К

(sup|a*(e'’, f)\^df^A(p, յւ) ( I |/(e'’)|pd?\ , O<|‘<1
J л \ J /

Центральным моментом доказательства является применение некото
рой теоремы вложения, обобщающей известный результат Харди — 
1иттлвуда (в) о вложении НЧ ըՒ!^ <Լ>թՀ>0-

Приведенные выше результаты докладывались нами на Всесоюз
ной школе ио современным проблемам теории функций (Баку, май 
1977 г.) и на семинаре Д. Е. Меньшова и П. /I. Ульянова по теории 
функций в Московском университете (сентябрь 1977 г.).

Одесский государственный университет
нм. И И. Мечникова

է. Ս. ՍՏՈՐՈԺԵՆԿՈ

Нр , 0<р^| գսւսհւփ ֆունկցիա ների մոտարկման սւրազաթյան մասին
Հո դվ աժ ու մ Հ/Հ^ւ/աժ են մի շարք դնա Հատակ աններ է^եյԼՈրի շարքի միա

վոր շրջանսւ դծի վրա Աբելի, Չեղար" յի և Վալէե-Պ ուսսենի մեթոդներով դու֊ 
/տրվելու արաղւոթ յաների վերաբերյալ և ձևակերպված են ձեկսոնի թեորե
մի անալոդներր Н0<Հ /7 1 դասերի համարք

1’արյի այդ, Չ եղարո յի միջինների Կամար ()<Հ թ 1/Լ? դեպրում, Նախկին 
'•ում ապացուցված մաքսիմալ անհավասարությունները տարածված են նաև 
*յյն դեպքերի վրա, երբ | '2<Լթ <ԼՆ

Վերոհիշյալ արդյունքների ապացույցները հիմնված են ֊ ար դի֊ Լի թլվադի 
# երդրման թեորեմների ընդհանրացման վրաւ

Л И Т Լ Р A 1 У Р А — ԴՐ Ա ’| Ա Ն Ո Ь !► В II Ւ Ն
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