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Пусть /.р(?) есть класс функций, для которых:

где ?(0 положительная функция для всех />0.
В работе рассматривается следующий вариант проблемы момен

тов Стилтьеса: для заданной последовательности положительных чи
сел:

О = 7о<71< ֊

указать условия, наложенные на последовательность положительных 
чисел чтобы существовала функция / (0€:^р(?) такая что

է1ոՒ\է)(1է = тп.

?(/)—берется из класса Д: а именно, скажем, что если для
невозрастающей функции ф(0 существует такая неубывающая, поло
жительная функция /С(х), что *?(/) (лг) для всех х>0, />0.
где

ш(/л) =

Следует отметить, что для случая, когда
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на (0, оо) и 11т Е(/) — О,

затача решена в работе (’).
Для решения проблемы моментов в данной работе обобщаются 

полученные в работе (։) необходимые и достаточные условия пред
ставимости функции в виде

«X

где Е(Г) £ /.р(?)
О

на случай, когда функция е'։
Теорема 1. Для того.

заменена функцией и»(Лс). 
чтобы:

/(*) = (ш(х/)Г(/)Л, где Е(/)£ АДо), а

необходимо и достаточно, чтобы:

1- /(-к) = о(1) при х—оо 

2. /։*+Ч(1/и)(1/ир»+’ для Аг —О, 1,2... р* = ехр^

у|*+Ч(Л)_обобщенные производные к-го порядка:

/|0)(/)=У(О. /|։|(0=/'(0...........Г'* 4(0= (֊С/Л-.) *=1.2...

Достаточность. Предварительно докажем следующую лем
му:

Лемма 1. Ес /ы:

/|*‘||(х)х’*+։=0(1) х—оо и /(х)«=о(|) х-*оо Л-=0, 1, 2 . . ., 
то имеет место:

х’«+| == о(I) х *оо.

Доказательство. Рассмотрим интеграл:
я + *Ж

/=^ |/т*—г*֊1 — (х + &хр*~т*-||/1** Ч(/)(7/ для 0<о<Д 

г
Интегрируя по частям, получим:
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/- -л (1 > г)т* т*֊1. х) +
V. — *|<

гП֊|-Т>-2 1

/»*-Ч(л±ох)
(1 : 8)’* |-т* г՜'

С другой стороны, теорема о среднем дает:

/ = /!»* Ч (х±68х)хт*_т* ։ + ' (1 ±о)Ц Зу*—1) 1

Т* -
В результате имеем:

/1»֊Ч(Х)
(1 +0’»->-’»֊

д'* ֊2^’
Л1*-1 + >/1*1(Л)[( 1 ч-ар»-!».,  ||

(1>

1(1 ±'')т*-1»-|(г4*-։—8т* ֊1)֊ 1]/<* ։|Х

X (х±98х)хт»+*.

Для £=1 имеем: 

/(х)-/(х±8х)--/--(-л) |1 -(1±8)т-] =----- !-------у
11 7։(Т։+1)

|(1 + Т18И1±8)’1-1|/|։,(х±е«х)лт.->:

по условию леммы существует такое /И, что:

/ >’>(л ±08х)</И( 1 ±е։)-Т1-|х-п֊|<М(1-8)֊в-|л-ь ՛.

Учитывая, что /(х) — /(х + ох)=о(I) при х—по. получим: 

'1<1+У)(1 <1|тхг(х)в^хГ(х)е
|(1-о)п-1] т։(Т1+1)

Л1(1-8)-п-|Ц1-т18)(1+5П,-1|
՝՝՝ |(1+8)Т|-1|Т1(Т1+1)

так как 2 произвольно, имеем:

Нт х/ (х) =0.

Лемма доказана для А=1. Равенство (I) дает требуемый результат
для любого Л. если применить метод индукции.

Перейдем к доказательству достаточности условий теоремы.
Существование интеграла

Г / I \/ 1 ) (1и
3 \ и /\ и /
• •

можно установить, применяя неравенство Гельдера и условие 2:
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X

Интеграл в правой части существует, так как при /->0 у/)֊•֊!. 
Тогда

X ••
( /։*+'!( 1/и)т*+2г/« - Л*/։*+Ч(/)Л, и

и 1|х

ж ж
=5и-1+>/1*1(5) - (1/х)и֊1+*/1*1( 1/х)֊7*у/1*)(/)Л*֊։<//.

Чх ||лг

Получили, ЧТО 51* 1 • ։/1*1(5) = 0(1 ) 5-ОС 
откуда, на основании леммы 1, будем иметь:

/•*1(5) 5’*-> ՝=о(1) 5—00. (2)

Представим функцию / (х) обобщенной формулой Тейлора (’) в ок
рестности точки «>0 с устремлением и к оо. На основании (2) по
лучим:

и введя обозначения
п 

делая замену /=?„//', где 3„=ехр 1/7,,
I

[ (о. А)
;П 6 + -^ К х>

ш их т) = ' ’*՛՝
՛“ о ,, «до = !-ч^7-"(У)(^М»

Х ' п 7. • ?л
» — I

получим: 

® ж
/(л)= кл(х/, 7)։П(О^/ = ( «>(хл 7) Шя(Л/’ () ■ «л(0^. (3)

1 3 7)

Обозначим через 7л(О ='р(П|'/’։п(О Ц/И-уЛ т) 
ш(а7, 7)
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Очевидно, что 7,Д/) (/7> (о>п(0, 7)->ш(0. 7) равномерно для 0^0,'*>)), 
значит:

рт*(О1р<*/^Л1Р л = 1, 2 . . . 

О
следовательно существует последовательность Л/ и функция т(/) = 
= ®(։ )'|р^( О € 1'р( ? ). ЧТО для любой функции ₽( ^ ) ^ £<,( 0, ОО ) 
(1/Р+ 1/<7 = 1)

Пт [₽(/)■(*,(/)<//
‘ *• ЭВ 3 

и

X

У ₽(О7(О^. 

о
14)

В частности, возьмем £(Г) = <?(0՜ ||р • Ш(*Л 7). тогда ?(/) £ £?(0, оо) 
так как
ОТ X
рр(О|’Л= у?(О-’|рМ*Л 7)1^

О о

ос
Л'(х)-«1₽ у т)ш0(л/,7)Л =

о

— К <1₽(л)
X
У ш(л/, 7)сГ/ <оо. 

о

Следовательно из (4)

Ит «цДл/, 7 )а*Д/ )сК
I *>ао

= I ш(л/, 7)Г(О<^, 

о
где /=■(<)

Достаточность доказана.
Доказательство необходимости условии теоремы проводится ме

тодом X. Р. Хайнига (’) с некоторыми изменениями, связанными с 
заменой функции е~л1 функцией ш(л/, 7) и ввиду этого не приводится.

Теорема 2. Для существования решения Л(<) проблемы мо
ментов-.

X

у ^пР(1)(Ц = та. 

и

необходимо и достаточно, чтобы существовала функция удовлет
воряющая условиям:

Л-1

1. Нт = «-1----------------- где А,(г) =г п Л — —
х<о+ л’* 1^ (7* )1 чЛ

*= 1. 2 . . .

2. /(л) = о(1)л-оо /(ОН ) = т0.

133



3.
/|*+11(1/я)(1/«)т* 5

П 7» • ?*
*- ։ *г(?>

^М *=1.2..

Достаточность. Пусть существует функция, удовлетворяю
щая условиям 1, 2. 3. Тогда имеет место (3). то есть:

X
/(Л )= | ®я(^, т)*я(')Л,

откуда

Обозначим:

>

имеем:

Докажем существование интеграла:

ос
рТ>ая(ОЛ

для Ь^п. (6)

.՝ .1 /’*->։
о о
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/И(/)

/1<1 7л 1-1
/7Я-Т*

г՛

/|п|(<)
1л~Тл—1~*

Лл֊7*-1 (Ц,

Л 
п ь

О

учитывая, что/|',Ц/)Лл-։+|=о(1) при I—ею (лемма 1) и/>'’>(<)/"’л »«-։ * = 
=0(1) (условие 1 теоремы 2) и, продолжая процесс интегрирования
по частям, получим:

ас

0о
Предел правой части существует, ввиду леммы 1 и условия I теоре
мы 2.

Существование интеграла (6) позволяет перейти к пределу при 
л'-+04- в (5), а так как 11т «*(м) = 1, получим:

х - о+

I1ерейдя к пределу по полученной в теореме I подпоследова
тельности п,. получим:

... ( 1)*/<‘>И
Нт —-—-—-—;— = /1

П I.

*+։

п (>-ь)

о о

следовательно из условия 2 теоремы получаем, что

*=1, 2 . .

о

Кроме того, имеем,

Нт /(х) = {р(Г)Л1 =
<-о» .1

и
'"о-

Достаточность доказана.
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Необходимость. Пусть существует функция та
кая, что

* = 0, 1,2...№Р[։)с11 = /пц

Составим

/(*) (7)

Из теоремы 1 следует, что условие 3 для функции /(л) выполнено. 
Далее, Л-кратно продифференцировав (7) и делая некоторые преоб
разования, получаем:

00

(8)

о

* 
п ь 

0^.Ла(хг)55 Нт ,
х*0+ ^*Р1(1՜

то в (8) можно перейти к пределу при л-* ОН֊. Получим:

Нт 
л >о+

(-!)*№) 
у-ТЛ'П-1՜1

п (’Гл-'Ь)• — О______

|£'(т* И
Кроме того, имеем:

ОО

/(0Ч-) т0.

Откуда из (7) следует, что

/(х) = о(1) х-по.

Теорема доказана.
В заключение приношу благодарность Г. В. Бадаляну и В. М. 

Едигаряну за постановку задачи и советы при выполнении работы.
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ч. II. 2ՈՎԱԿ1՚ւր։1ԼՆ
1)ւո|1|1Ո |b։i|l |llll|llUlln՝UI<|l|lllA till 11 LLuiliL г |լ |>|1|||||| l|LrUJpLr |Ш|

Դիտարկվում է Ստիրպեսի մոմենտների խնդրի հետևլալ րնդհանրացու֊

</շ»» Տր^ած Օ = 7օ<՜հ
1 1

իրական
“։ 7* |

թվա էին հաջորդականության տոկալու թ լամր գտնել պա լմաններ Ո1 ո հաջոր֊ 
դակտնտթլան համար, որպեսզի զորււթրոն ունենա /*’(/)£/ ,(^)« ֆտնկզիա, 
որտեղ Լայնպիսի ֆունկցիաների դաս է, որ'

ж \ ։
/Ш \ —

Ցուլդ է տրվում, որ ալդ մոմենտների խնդրի լուծման համար անհրա- 
մեշտ Լ ե րս/վարար զորս/ծլուն անենւս [0, ^յ)-ի վրա որոշված ք (/) անվերջ 
դ ի ֆ ե ր են 1ք ե ք ի ֆւոնկիա, որր րավարարի հետև լալ պայմաններին'

(-1)*тл) [!/•* ь)
I Im ------- г—\— = ---------------
x+ot л1 ** ’•-* |g'(7* )|

1 Г. В. Бадалян, ИАН СССР сер. мат., т. 31. вып. 3. 491-530 (1967). ’ //. /<
Heintg, Canadian mathematical bulletin Vol. 10 No. 3 (1967). 3 D. Г. Wilder, The
Laplace Transform. Princeton, 19*16.
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a
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