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МАТЕМАТИКА

А. X. Симонян

О вероятности уклонения гауссовского случайного процесса 
от аппроксимирующей случайной кривой

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 24/ХП 1977)

В работе найдена точная асимптотика вероятности уклонения 
недифференцируемого гауссовского стационарного процесса от ап­
проксимирующей случайной кривой.

Пусть 5(0, /£(—ео. фею), центрированный гауссовский стацио­
нарный процесс, траектории которого непрерывны с вероятностью 1, 
а корреляционная функция удовлетворяет условиям:

00 = 1 -И* + £(0, <(/)=о(|ф) при 7—0; (1)
для է*=0 существуют производные г'(0. г"(7), причемր'(Օխ՚՜’ = Օ(1), г"(7)|7|։- = О(1) Прн 0, 0<а<2. (2)
Хорошо известно, что реализации таких процессов недифференци­
руемы (՛*). Примерами процессов подобного типа являются процес­
сы с корреляционными функциями:

г1(0 = ( г։(0=е-И\ 7£(-оо, +«©),
I о , |/|>1 ’ 1 ,։

если 0<а>.1, и г,(/) = 1-(|1-и/|-4. Ц /|« — 2|/|- ), /£(-оо, фео), 

если 1<^о<^2.
Рассмотрим разбиение промежутка времени (—оо, 4 ею) на от­

резки ДА длины Л>0, ДА=|М, (Лф1)Л|, й = 0, ±1, ±2, ... На
/ч

каж юм отрезке А* будем приближать процесс «(/) регрессией Е(/)=
Л

= £|;(О/5(ЛЛ), <((Лф1)Л)], /•' А*. Обоснование использования 1(1) да­
но в (’). Без потери общности ограничимся исследованием уклонения

5(0 от £(/) на отрезке (£ |0, Л|. то есть случаем Л = 0, так 
как по к процесс уклонений образует стационарную последо­
вательность. Исследуем предельное при Л -0 поведение процес-
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са уклонений ;й(О = ։(О-Ц/), ^|0, Л|, или, что то же, процес­

са ?А(0-е(йо-5(ло, |о, I].
Пусть и — некоторый уровень, в то время как А -шаг квантования. 

Определение. Изменение уровня и и тага квантования А 
назовем согласованным, если А-0, м—0, а ий—л —4-00. и обозначим

((Л. «))-0. (3)
Основным результатом данной работы является получение асимп­

тотики вероятности уклонения рЛ(/т) = Р|тах ;Л(/)>«| при ((А, //))—0.
Г€|0.1|

Асимптотическое поведение таких вероятностей в случае однородных 
процессов и полей исследовано Ю. К. Беляевым, В. II. Питербаргом, 
С. Берманом, Дж. Пикандсом 111 11 другими авторами (4։*). Рассмат­
риваемый же нами процесс уклонения ;А(/) является нестационарным. 
Для выявления асимптотического выражения вероятности рА(н) мы 
воспользуемся известной леммой Д. Слепяна (:). Эта лемма дает воз­
можность использовать некоторые результаты больших уклонений, 
полученные для стационарных процессов.

Приведем некоторые необходимые нам известные результаты.
Лемма 1.1, Для всех х>0

Дх)( I—x։)s= I —Ф(х) £|(х),

где Ф(л) = (2к)֊։« а )(х) = (2-)-1--х֊,е֊','г. (4)
— м

2. Для ; и ■>), нормально распределенных со средним 0, дисперсией 
1, ковариацией г, справедливы неравенства:

Р{^>х, ’։>х|<(1+гЖл)0֊ф(,х(1֊^у*^, (5)

^л + оК—)՝ (б)
г V 1-г \\ г / /

где

/?(х) = у(1 —Ф(т»))т/т». х. а>0; Я(х)<л-։ф(х). (7)

лг
Доказательство соотношения (4) имеется в (։), соотношений (5) и (6) 

в (*), а соотношения (7) в (‘).
Лемма 2 (Пикандса-Пнтербарга). Пусть г^) —гауссовский се­

парабельный стационарный процесс со средним 0, дисперсией о’, 
для корреляционной функции которого справедливо разлом ։ ние 
р(0=» 1—С|/|։ +о(|/|*), <-*0, с, а>0. Тогда

Пт (ф(х/а))~1/>| тах ^(/^х! Г), (8)
■։- + - »б<0.Гл“а*>

+ -
Н'(Т)^\+ I е’Р| тах х(/»«|Л<«>.
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о 85



где /{г) — гауссовский процесс, £/(/)= —|/|։, соу |/(/,), у(/։)| = 

= —1Л — *։1’ + 1'11'4 !'։!'• причем 0</У։ = !1т <ею.

Доказательство леммы 2 дано в (••*).
Лемма 3 (Д. Слепяна). Пусть гц(1), /=], 2, Етц(1) = 0, /£Д, 

два гауссовских процесса, Ет^^) = Ег^{1),

Е ?ГМГМ дАЯ всех '։€д. (9)

а и —некоторый уровень. Тогда

Р | sup тп(0 > u| P|supij։(0>a|. (10)
А А

Доказательство леммы Д. Слепяна приведено в (').
При нахождении асимптотики цй(/г) удобно ввести в рассмотре­

ние нормированный процесс Его ковариационной функ­

цией будет функция rA’(Z։, /։) = —, а дисперсия равна 1.

Получим неравенства типа (9) для rA(f։, t3).
Теорема 1. Если Z։, '1. 0<s<Z<l, тогда

1 -С(Д) G-z,r ss r;(/1։ Z,) 1-С(Д) 1^-z.l*, (11)

где С(Д)>_С(Д), С(Д)-*СЛ(г>), С(Д)-*Сл(т») при s-*v, t-*v, v^(0. 1), 
причем

С(Д) = тах Eh(ti, Z։), С(Д) =■ mln Eh(tu t։), (12)

Сл(”)=||/л(о+л(1-о|/»; (Ш)

^(Z) = ’J(Z)///’.
В частности

iS,c‘(t)'։C-=12‘-՜2՜1’՜'
Функция И/! означает остаточный член в (12), а

/л(О = |г(А/)-г(й)г(Л(1 -/|)|/|1 -г»(Л)|.
Доказательство теоремы 1 оснонано на представлении процесса «л(О 
посредством функций /Л(/) и £Л(/):
=л1О=5(ЛО^,(/)4-Н(ЛГ) ։.(0)|/л(/) + |;(Л/)-ЦЛ||/й(1-/), /^|0,1|, (14) 
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где ^й(0= Н—/л(0~/л( 1—01/А՞. Из представления (14) непосред­
ственным подсчетом можно получить, что и г* (/։, /։) выражается 
через /л(0 и ^л(0. а поэтому, воспользовавшись условиями (1) и (2), 
можно показать, что

/-$)=! -2|з|- |[Л(/)1д;)(1~И ]'+ о}, (15)

где £>д(5, О ”0 равномерно при А, $ —0. Отсюда, замечая, что любые

/։, 1г представимы в виде ——= + - —- непосред- 
2 2 2 2

ственно получаем утверждение теоремы 1.
В дальнейшем нам необходима будет также следующая теорема.
Теорема 2. Если 0<х<1/2, то

^(1/24-л)/Л“ = 2-։|22-'-1|+/(Л)-Ь2-։+3|1-«(1-2-։+1) Ц-/(Л,л)|л։,
(16)

где /(А)-*0 при Л-0, /(/։, х)—/(Л, 0) при х—О, /(А, 0)—0 при А—0. 
Доказательство теоремы 2 проводится по тому же плану, что и тео­
ремы 1, с использованием выражения (12) при /։ = /։= 1/2 + х.

Замечание. Следует заметить, что при доказательстве обоих 
вышеприведенных теорем существенно наличие условий (2).

Согласно теореме 2 введем функции а(А) и Л(А, х) такие, что

°л( 1/2+х) = <7։(Л> ~ ь^՝ х)*г՝ (17)
причем

-|2«-«—2-11= а»(0), -»а2-+» 11 -а( 1 -21^) ] = А(0,0)>0
Л* А‘

при Л—0 и х--0.
Из (17) следует, что

, / 1 , «/°л ( —+•*
и

а(/1)
-^֊^(Л,х)х«, 
и(Л)

(18)

где Е(И, х)-* ^-при ((А, и))-*0. 0-
а»(0)

Учитывая то, что по определению процесса «(/) имеем нл(м)= 
=/>|есть выходу/) за уровень м/зл(/), /£|0,1||, найдем такой интер-

вал времени △(//) = 1 о(Л| । ад 
Г՜՜' Т Т

что Р{ тах сл(/)>м| — 
'€(<>• Н

•*^1 тахВл(П>«| при ((Л, я))-0.
МЛ) __

Теорема 3. Пусть 8(й)=[5(^*)/։п«*)/«е, 
по сколь угодно медленно при и^^оо. Тогда

9Г2. а

Н п1 

((Л.и»—О

Р|тах £л(О>«1
Р-11________

Р (тах Вл(О>м|
•МЛ)
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Доказательство. Возьмем некоторое г։, 0<1/< 1/2, и раз­
биение отрезка [0, 1] следующим образом: [0, 1 ]=Д(Л)ид-иД + и|О,-а|и

Щ1-V, 1), где Д^ =
1 *(Л)V, — —— 
2 2

Покажем, что вероятности превышения уровня и на каждом из ин­
тервалов Д՜, Д+, (О, •и], [1—т\1| асимптотически бесконечно малы по 
сравнению с вероятностью превышения уровня и на Д(/г), откуда не­
посредственно следует утверждение теоремы. Сравним, для примера, 

и \

на основании теоремы 1 и лемм 3, 2 получаем •

эти вероятности на Д(А) и Д~. 11з того, что Р|тах;А(/)>и|>^
■МА)

Р(тахЕл(О>«!

X

(19)

Выражение в показателе экспоненты в (19) будет стремиться к — по

быстрее, чем

остальные члены показателя порядка —£1п«#, а это означает, что 
должно выполняться равенство ы*’8։(Л)=5։(ц*) 1па*, где Дм*)—оо, то

есть о(Л) = -*—-----

Сравнение Д(й) с остальными интервалами проводится по такому 
же плану.

Теорема 4. Если выполнены условия (1) и (2), то

Р\ гоахсА(/)>и ) 11 _______ ЯЛ)_____________ _  .
«\ «))-о н^-^и'^ ’>(«') ֊'•

(20)

где а.=/2‘-֊2֊‘, А.= а2-+’| |-а(1-2։-«)), и'=и*/а,.
Доказательство. Пусть ДА(й) = (1/2 + А5, 1/2+(А-Ь 1)й|, где

^=Т/и^ и*=и//1^, Т>0, а А = 5(Л) 5(Л) Введем событии
‘2б

|та.х сл($)>//|. Тогда 
А>(Л)

имеет место очевидное неравенство

Р(Л*) V у Р(ДлпД/)^Р11пах?А(/)>ы|^М Р(АЬ). 
> *<1 А(Л) * (21)

Исследуем асимптотику ^Р(ДА). Рассмотрим С(Д»(Л)), С(Д*(Л))-*

—С =С(1/2), ((Л,и)) -О, и процесс «’(И с корреляционной функцией 
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7^(/)=1-С(^(Л))1Ф4֊О(И։). / ‘0, такой что
при (^р (Л)X Д^(Л) и С = (-1 ։ 2 ։) ։, Тогда, используя леммы
3,2 и соотношение (18) можно показать, что для произвольного в О 
справедливо следующее неравенство:

если только ((Л, г/)) достаточно мало. Правую часть этого неравен­
ства можно свести к интегральной сумме, если рассмотреть сгущаю- 

—- -р

щуюся последовательность у* = //*,”2в 1/ Получим соглас- 

по соотношению

что

V Ъ{ук ^yk)

It h

ИЛИ
+ -

Р(Я*)^(1֊»֊Зя)С|'’МА.-^а=-2/У2?(и*/«։.)/х*2/-։ e vWy.

если только ((/;, u)) достаточно мало. Взяв ((Л, «))-*0, в силу произ­
вольности е получаем, что

Ihn (vp(^j)/f27Cl'։H.d։-|,2<i2֊-’"«k2’-'?(/4*/a.)^ 1. 
«Л.иХ-О 5

Аналогично можно показать, что имеет место соотношение
1 Ini (V ’•
((*.u))-0 * 

Таким образом

пт (Z (22)
((Л,и>)-.0 *

Что же касается V v /J(A*f|Az), то методом, основанным на 
»■ Т“

применении неравенств (5) и (6) (смотри (”)), модифицируя его для 
нестационарного случая, получается, что двойная сумма является 
бесконечно малым более высокого порядка, чем Р(А*), при

((Л. ц))->0. Отсюда, с учетом соотношений (21) и (22) следует ут- 
“ерждение теоремы 4.

89



Итак на основе теорем 3 и 4 можно сформулировать оконча­
тельный результат. * ?

Теорема 5. В предположениях (1) и (2) справедливо пре­
дельное соотношение: 

lim
(<Л. и)> >0

Р шах ;/,(/)> я|
Ю. I) = 1.

Kai'2 ’-«■}(«')
где А. = /2՜Н.а-2^.

В заключение выражаю искреннюю признательность 1О. К. Бе­
ляеву за постановку задачи и ценные указания.
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