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Введем необходимые обозначения и определения. Если / миро- 
морфна в единичном круге комплексной плоскости (г), то как 
обычно /<(г) есть характеристическая функции Р. Неваплпнпы:

2- г

где logx = max (О, log л), число полюсов f с учетом их кратнос
тей п круге В дальнейшем мы используем понятие гиперболи
ческой емкости множеств е С I), которую обозначаем caph (е), введен
ное М. Цудзи (’)• К этому понятию можно прийти, если рассматри
вать потенциалы, порожденные распределениями р конечной положи
тельной массы на е с ядром log г|՜’, (;, z^D)\

f

d\i (;),

где |;, г\ = |;—г|/|1— «г|. Отметим (’), что О^сарй (е)<1 и сарЬ(е)—О, 
тогда и только тогда, когда логарифмическая емкость е есть нуль. 
Величина г) есть гиперболическое расстояние между

(Л1(е) = зир|</(?, г):есть гиперболический диаметр множества 
е и если е является простой жордановой дугой, то *(е) означает ги
перболическую длину с.

('формулируем задачу. Рассматриваем совокупность /' множеств 
£=<е„>։”, удовлетворяющую требованиям:
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Л. caph(f(,)>0, <lh(e„)=O(l), inf |z| -1
*€'я

(и *1, //֊♦«©).

Нпс интересует вопрос экстремальной скорости убывания мероморф
ных в Ь функций / с заданным ростом характеристики Ту-Сг) вдоль 
Е, точнее убывание величин

II Л f(l=»upll/U)|:*€eJ.
Хорошо известно, что вопросы такого характера, когда заключение 
о тождественности нулю мероморфной функции делается только лишь 
из предположения о сильном ее убывании вдоль подмножества И, 
сгущающегося к единичной окружности, впервые были поставлены и 
систематически изучались А. .'I. Шагнняном (’•’). В настоящей работе 
в качестве основной величины, контролирующей асимптотический 
рост на Е нетождественной функции, выступает гиперболическая ем
кость множеств еп.

При доказательстве нижеследующих теорем мы используем ме
тод гармонической меры Р. Неванлинны, метод М. Хейнса гипербо
лических полиномов П. /I. Чебышева (’•*) и одну оценку, связанную 
с характеристической функцией, полученную Д. Рунгом (5).

Теорема 1. Пусть Е — <^ея~>^ удовлетворяет А и / \tepo- 
морфна в Г). Если для некоторого Ь, 0<3><Д

С)

где гп sup |г|, то /=0 
г£'л

log 3 /II՜1
II гп ------------- —
•*- |logcaphfeJI

Заметим, что если дли п>1 еп есть простая жордановая дуга, 
то из (•), теорема 5, вытекает неравенство

Л/.։(ел)֊- сар!։(ел), п 1

где Л>0—постоянная, не зависящая от п и. таким образом в ( ) 
caph (ел) можно заменить более простой величиной '(ел). В этом 
случае теорему 1 можно рассматривать как предложение типа леммы 
Кёбе для мероморфпых функций.

Пусть ФР(0<р<оо) означает класс мероморфпых в D функций 
порядка <р. Наложим па Е дополнительное ограничение:

В. d(en, ет) > ОО, п*т, п,т>-\

н везде дальше будем предполагать, что "'п^еп (п D есть произ
вольные фиксированные числа.

Теорема 2. Пусть £=<e„>“ удовлетворяет Л. В Если 
/€ *К, /АО и для некоторого *>0

(••) 'ЮК И/Ь,в-«».
Л -• at

то для любого 3>0
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v log II/II", 
Г1 log caph(en) (1-|Ел|)1+р+՜ <eo.

Скажем, что Е֊<^еп^>~ обладает свойством С\, если существует 
нетождественная функция /£ ФР, для которой выполнено (**).

Теорема 3. Пусть для Е=<^еп'>~ выполнены Л, В. Для то
го, чтобы Е обладало свойством С( необходимо, чтобы одновремен
но

п - I
V llogcaph (ел)|~*<ео 
л-1

для всех б>0. Если для каждого л>1 еп есть либо прямолиней
ный отрезок либо круг и первый из рядов сходится, то из нера
венств

0<dh(еп)< exp | —const (1 —|^л1)п+?+м1 (const>0)
для всех л>1 и некоторого е0>0, вытекает что Еобладает свой
ством СР.

Теорема 4. Пусть £=<^ел>“ удовлетворяет А, В, Сг. Тог
да для каждого /£ФН />0 и любого £>0

log-։/Нг' 

|logcaph(e>)| (i-IU)l+f '<«=■

То есть для некоторого /£ФР и О>0 этот ряд расходится в пгм 
и только том случае, когда

Отметим, что так как для нормальной мероморфной функции f 
7/(/՜) = 0(1о£ 1/1— г), то класс нормальных функций содержится в Фо. 
Следовательно, теоремы 2,4 и 1-ая часть теоремы 3 (в формулиров
ках которых положено р = 0) справедливы также в классе нормаль
ных мероморфных в О функций.

Для функций класса № (ограниченного вида) Р. Иеванлинны, 
соответствующие теоремы имеют более простую формулировку. Ска
жем, что £ = <«„>* обладает свойством Сд՛, если существует не
тождественная функция для которой выполнено равенство (•*) 
с р = ։ =0.

Теорема 5. Пусть для Е = <еп'>* выполнены Д, В. Для 
того, чтобы Е обладало свойством С,у необходимо, чтобы одно
временно

1 
л-1

£ llogcaph (г„)| ։<оо. 
л-1

Если оля каждого л>1 еп есть либо прямолинейный отрезок ли
бо круг, то эти условия являются также достаточными

Теорема 6. Пусть £—»<ел>“ удовлетворяет Я, В, С.у. Ес
ли ( £ Л/, то
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II / " г՜1 

|logcaph (ея)|
(I-N)

тогда и только тогда. когда / 0. Если к тому чсе для каждого 
п> 1 еп есть либо прямолинейный отрезок либо круг. а„-*0 произ
вольные положительные числа такие, что

S и '°8՞;՜,' ,, <՝-i;-i><~Г1 Ilog caph (M
то существует так, что для л>1 0< /||г/։^ая.

Выражаю свою глубокую благодарность академику АН Армян
ской ССР А. Л. Шагиняиу за внимание к работе и постановку задачи.
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