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1. В последние годы в геометрии подмногообразий римановых 
пространств постоянной кривизны интенсивно изучаются подмногооб
разия, допускающие параллельное нормальное векторное поле (։-։). 
Как показано в (։), подмногообразия с параллельным нормальным 
векторным полем несут ортогональную сопряженную систему поверх
ностей. Подмногообразия с сопряженными системами подробно ис
следованы в (*). К классу подмногообразий, допускающих параллель
ное нормальное векторное поле, относятся, в частности, подмногооб 
разня с параллельной второй фундаментальной формой, которые бы
ли исследованы в работах (’“•).

В настоящей работе для подмногообразий римановых пространств 
постоянной кривизны строятся фундаментальные формы высших по
рядков, определяется условие их параллельности и формулируются 
две теоремы о подмногообразиях с параллельной фундаментальной 
формой четного порядка.

2. Пусть Л1„(с) является //-мерным римановым пространством пос-
тоянной кривизны с, а некоторым его дифференцируемым подмно
гообразием размерности т. Обозначим через /'(Л1^) и .\(Мт) касатель
ное и нормальное векторные расслоения подмногообразия Мт соответ
ственно. Риманова связность пространства .Ил(<?) индуцирует и рас
слоениях Т(Мп) и АрИ,,) связности у и у1 соответственно. Связность 
V является римановой связностью подмногообразия Мт. Обозначим че
рез а вторую фундаментальную форму подмногообразия Л4„, а через 
А второй фундаментальный тензор, соответствующий нормальному 
векторному полю с (•). В каждой точке х£М„ вторая фундаменталь
ная форма ։ является билинейным симметрическим отображением 
прямого произведения ГЛ(/Ит)ХГЛ(Л4т) в нормальное пространство 

к подмногообразию Л1„, н точке Если векторы е։- (г,/,*. ... 
...~1, . . ., т) образуют базис в касательном пространстве Лг(Л1т1,
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а векторы ез (?, = . .» «) образуют базис и нормальном
пространстве .\х(А1т), то мы можем написать

։(е/։ еу) =

В ^гои формуле Ь,, называются компонентами второй фундаменталь
ной формы т. Они симметричны по нижним индексам.

Для любого нормального векторного поля 5 второй фундамен- 
тальнын тензор Л. н каждой точке является эндоморфизмом

касательного пространства 7'х(А1т). Если ё~ риманова метрика на 
АЦг). а ё֊ риманова метрика на индуцированная метрикой ■
ё, го имеет место равенство (։)

£(«(Х. ¥),;) = ^(Л:(Х), У). (I)

где X, ¥ - произвольные касательные векторные поля.
Вектором средней кривизны подмногообразия Л1т называется 

вектор

Н - (2)
• •

где ё'-' являются контравариантными компонентами римановой метри
ки ё.

3. Пусть в касательном расслоении подмногообразия А1т опре
делено тензорное поле Т типа (0. г) со значениями в нормальном 
расслоении. Определим для этого тензорного ноля оператор кова
риантного дифференцирования у следующей формулой:

(?и֊Г)(Х,..........ХЛ) = Д-.Г(Х։...........Хг)-

^(уа'Хр . . ., \г) • • • —^(Хц . . ., ^иХ,.), (3)
где Х։.......... Хг, \¥ произвольные касательные векторные поля.
Новое тензорное поле у Г также принимает значения в нормальном 
расслоении. В данной точке х£Мт значение Дц-Т՝ зависит только от 
значения XVл векторного поля XV в этой точке. Оператор у называет
ся ковариантным дифференцированием Ван дер Вардена-Бортолотти 
(,). ։ ! 

Если ^։՛ • • •• 1г> Л. • • -I Уг = 1. . • — компоненты
тензорного поля Г, то из формулы (3) следует, что

Г.ти“*>ги> + П,
(4)

где ш* и а»*- локальные формы связностей ? и V1 соответственно.
Определение. Будем говорить, что тензорное ноле Г типа 

(0, г), определенное в касательном расслоении подмногообразия /Ит 
со значениями в нормальном расслоении, параллельно (или кова- 
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рнантно постоянно), если 7x7՜—О для любого касательного векторно 
го поля X.

4. Применим теперь оператор ковариантного дифференцирова
ния V ко второй фундаментальной форме а. Из уравнения Кодацнн 
(’) следует, что симметрична по индексам I, /, Л, где ек—ба
зисный касательный вектор. Обозначая ее через можем написать

=*//*•

Применяя к этому равенству ус<։ получим

где симметричны по первым трем индексам. Дальнейшее пост
роение функций А;’ ,, ։> симметричных по первым трем индексам, 
проводится по рекуррентной формуле

.1,1 , + 1՛

Таким образом, для каждого 3 можем записать следующую по
следовательность функций:

Определим в расслоении г-линейных отображений касательного 
расслоения подмногообразия в нормальное расслоение сечение 
аг следующей формулой:

(’г)л(Х,..........ХГ) = ^ ^Х՛,. . . . Х'ге, ,

где Х„ = Х'ие(£7’х(Л1т), « = 1, . . ., г. Из симметричности ։ . ио 
первым трем индексам следует, что сечение ։г симметрично по пер
вым трем аргументам, а из ее определения выше написанной форму
лой. непосредственно усматривается, что оно г-линейно. Сечение 
будем называть г-ой фундаментальной формой подмногообразия Мт.

5. С каждой фундаментальной формой четного порядка а։։ (г = 
= 2$) подмногообразия Л1„ можно ассоциировать некоторую билиней
ную симметрическую форму определяя ее формулой

?„(Х, ¥) = С|։, Х'-УАе.,, 
где

= (5)

а Х։ ¥ £ /՝х(.Ит). Форму мы будем называть 25-ой билинейной 
фундаментальной формой подмногообразия Л!ж.

За м е ч а и и е. Формулы, аналогичные (5). можно получить, если 
указанные свертки проводить не обязательно по двум соседним ин
дексам, а в произвольном порядке, оставляя при этом индексы /։, /։ 
свободными.
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Теперь с каждой билинейной фундаментальной формон ?։։ сия-
янжем некоторый эндомор4 изм касательного пространства /Л(.Ит),

соответствующий нормальному векторному полю следующим об
разом. Положим

М)Х-С^е/։
где —координаты вектора;, —произвольный касательный 
вектор, а

При таком определении эндоморфизма для произвольных каса
тельных векторов X, У^Г^УИ^,) выполняется следующее равенство:

£(?К(Х, У). 0=<(М?)Х, ¥), 
которое является аналогом равенства (I). Эндоморфизмы #„(?) мы 
будем называть 2$-ми фундаментальными тензорами подмногообразия 
ЛГ.

С каждой билинейной фундаментальной формой подмногооб
разия Л1т мы свяжем также некоторое нормальное векторное поле 

следующим образом. Пусть С^ —компоненты формы опреде
ленные формулой (5). Определим вектор Н5 в точке х£Л1т по фор
муле:

Н, = С^"е₽.

По аналогии с вектором средней кривизны, определенным формулой 
(2), вектор Н5 будем называть вектором 5-й средней кривизны под
многообразия Мт. Нетрудно показать, что вектор Н։ определен ин
вариантно.

6. В настоящем л° сформулируем две теоремы о подмногообра
зиях с параллельной фундаментальной формой четного порядка.

Теорема I. Пусть Мт является полным, связным, односвяз
ным подмногообразием пространства постоянной кривизны М„(с) 
с параллельной 25-й фундаментальной формой а։։. Тогда вектор 
5-й средней кривизны параллелен в нормальном расслоении.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Если 
Л։։(Н։)—2$-й фундаментальный тензор подмногообразия Мп отве
чающий вектору в-й средней кривизны Н^, то

(1) 5։4(Н5) является ковариантно постоянным относительно 
связности V;

(2) собственные значения Я։։(Н5) постоянны-,
(3) распределения

Т^ = \Х^Тх(Мп); В„(Н։)Х=>Х|,

гое / пробегает собственные значения параллельны и ин
волют иены;
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(4) если )ч, . . /р. — собственные значения в„(Н$) (с учетом
кратностей)՝ то подмногообразие Л1т разлагается в прямое произ
ведение интегральных подмногообразий М'у, у= 1.......... ц, соответ
ствующих распределениям Т\ т. е.,

М„=М*‘Х • • » ХЛГ*к

Каждое интегральное подмногообразие М*՝ является вполне 
геодезическим в Л1т.

Доказательство теоремы 2 существенно опирается на Предложе
ние 1 в (5) и при 5=1 частично обобщает Предложение 1 в (").

Выражаю искреннюю благодарность моему научному руководи
телю К). Г. Лумнсте за постановку задачи и ценные указания при 
написании настоящей работы.
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Ներկա աշխա տանրսւմ II չափի հաստատուն կորության № տարա- 
ծութ յան մեջ դ ի տ ա յ/կ/քում Լ ք/1 շափի դիֆերենցիալ են թ տ ր ա դմ ս ւթ յո ւն 
Կիրաս-ելսվ Վան րլեր Վարդենի-('որտոլո/ոիի կովարիանտ դ իֆ ե ր են րյ ում ր

ֆունդամենտալ ձևի նկատմ ամ ր, են թ ա ր ա դմ տձև ութ յան համար
կաոուց/քու մ եՆ րւսրձր կարդի ֆունդամենտալ ձևեր և բարձր կարդի ֆուն դա- 
մենտալ տ ենդորն երւ //րոշվում ( բարձր կարդի ֆունդամենտալ ձևի դուդա- 
Կ եոոլթյան պայմանր և դիւո արկ/ք ո/Ո են ենթարաղմաձևություններ է որոն/ք

ԳույԴ 4ա/ո//' բարձր ֆունդամենտալ ձեր զուգահ եո է։
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