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Осесимметричные контактные задачи для сплошных и полых бес­
конечных цилиндров исследовались Окубо ('), П. 3. Лифшицем (2), 
В. М. Александровым Г. Я. Поповым (5) и др. В работах (б?) 
приводятся решения осесимметричной задачи для цилиндра конечной 
длины в случае смешанных граничных условий на одной или обеих 
торцевых плоскостях.

Осесимметричная задача для бесконечного цилиндра, ослаблен­
ного по плоскости 2 я0 одной центральной монетообразной или коль­
цеобразной трещиной при смягченных граничных условиях на цилин­
дрической поверхности (условия типа гладкого штампа) была рас­
смотрена в работах Снеддона и Тейта (®). Б. А. Кудрявцева и В 3. 
Партона (9).

В настоящей работе приводится решение осесимметричной задачи 
геории упругости для цилиндра конечной длины, когда граничные 
условия как на цилиндрической поверхности, так и на обеих торцевых 
плоскостях заданы в смешанном виде. Предполагается, что касатель­
ные напряжения на всей поверхности цилиндра отсутствуют. Решение 
задачи представлено в виде суммы рядов Фурье и Фурье-Длин, коэф­
фициенты которых определяются из системы трех парных рядов-урав­
нений. Далее задача сведена к решению совокупности трех бесконеч­
ных систем линейных алгебраических уравнений, свободные члены 
которых стремятся к нулю при возрастании индекса. Доказывается, 
что эти системы не только квази-вполне регулярны, но и суммы 
модулей коэффициентов при неизвестных стремятся к нулю. Получены 
формулы для контактных напряжений с выделенными особенностями.

I. Рассмотрим осесимметричную задачу теории упругости для ци­
линдра радиуса /? и длины /, когда цилиндр сжимается двумя жест­
кими круглыми гладкими штампами (неодинакового радиуса(. при­
ложенными на торцах, а граничные условия на цилиндрической поверх­
ности также заданы в смешанном виде (рис. I). Таким образом, гра­
ничные условия для рассматриваемой задачи запишутся в виде
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-.гг{Г, 0) = 'гг(Г, = ’) = 0 0-1 )

«г(с 0) = 1}։(г), (0<г<а։); «г(л 0) = Л(г), (а։ </■«£/?);

«Дг,/) = ^(г), (0<г<о,); одг,/) = Г,(г), (а։<Г52Я); (1.2) 

мд/?. г) = та(2) (О^г^Л); зД/?, 2) =Л(г), (Л<2</);

где /Дх)-интегрируемые, а тДх)-кусочно-гладкие функции.
Бигармоиическую функцию . 1ява представим в виде суммы ря­

дов Фурье и Фурье—Дини:

7

Рис. I

ф(л г|=«гЬ) 1<'-2»^>+2<2-»2р| +֊^'+

+ ■ гГ՝
2(1-4-)

[^1’-(1-0431

Л-1

-(-V £^|з*2.(г)-2(2- -) 1°(-^ I 51п։, 2, 
?Т| 9-к I /։(ш*) ]

где
2* (г> • 4(ш* )“гЛ('и* )/>(։«'■) R /։(“*» )Л(9»Г) 

А*/.* (*) = ■;* ®(г) + зИ;* •?*(/—г), 

?*(г) = (1* - >*г)зЬ/*2 ф 2*сЬ*2,

Л* = зЬ’-(* — 7^; ш* а*/?, а։=к*//; 1А==/»/, 

(1.3)

(1.4)
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»—коэффициент Пуассона, О модуль сдвига, —неотрицательные 
корни уравнения //(>*/?) = О, /Дх) и /Дх)-функции Бесселя, 2“>_ 
неизвестные постоянные.

Как следует из (1.3). граничные условия (1.1) удовлетворяются 
тождественно, а условия (1.2) приводит к следующей системе из 
трех парных рядов-уравиеиий относительно неизвестных 2(/’:

+ + «»>г'.'‘ + г,г<«1 = —-ч,и.
(0<г<а,) (1.5)

4’>- 2 -?<”Л(>*г) V а’г;։>2*(г)=/,(г). (д։<г</?) 
к-1 к-1

2П^-) + 2(Т^)<г4',-2^”)+ |,|7՝.А"+(1+Л)2«>|-

Т|ДГ). (0<г-<а,)
(1.6)

гр4- 2 2;2140*н + 2 (-1 )Ч22?’2*(г)=/,('•). (а,<г^/?> 
Л-1

о 6
9 [-—• |(1-*)2а3)-ч2р| + 2 4”со։/*г- — т։дг).

(О^т^Л) (1.7)

2‘3։+2 а*(1֊0^)2<։’СО5а^ + 
к-1

+ V [?*(?)/» П-?И/-г)2</>|4(/Аг)-/,(/•). (*<?։==/) 
Г" ।

Здесь введены следующие обозначения:

СИ;* + 7*— Д*. Д* /* = 7*с1п* + ։Ьт*

(д = 1+в*2А(/?) “• (к8)

Функции /Дг), заданные соответственно в интервалах [о/, /?|, 
продолжим непрерывным образом на полный интервал (0, /?| и раз­
ложим их в ряды Фурье-Динн.

/ДН= V
к- 1՛

(/ = ։. 2)

*•
^■•"=-«та У 

и
и далее, следуя (։оп), неизвестные 7^' ищем н виде
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Вдм/?) г.

(Л=1, 2,. . .) 
и=1. 2)

(1.9)_ ‘> /»П/^У('*о1 Г-0

при этом получается из (1.9) предельным переходом при >.»-*'0 = 
«Он имеет вид

(1.10)

В силу представления (1.9) и разложений Фурье—Дини

' тг)

(2ар*Г(5+1/2) Л,+»/2 (/* Д)УО(/* г)
/?*Г(1+$) Г!о ЧЧР>»Я)

|(,։«-г»)-«/։Г(-5. $+1/2; \;г*/а') 
10

(1.11)

(0<г<«) 
(а<г-</?)

нетрудно убедиться, что вторые уравнения систем (1.5) и (1.6) 
удовлетворяются тождественно. Подставляя (1.9) н первые уравне­
ния систем (1.5) и (1.6), и далее пользуясь (1.11) и значением ря­
дов (։։,4>

2 Ля1-Цй(>»«)Л^+1/г Р»«) _ !‘ш
R՝ £։ 'Ч’Р*/?) 4«+1

(т» + 5։ ЛО)

(1.12)

2 Л Л>*о)Л,4>*г) _ 2 • т!п(а, г) 4/аг
R* ՛ ^Р » R) У аг -R

1՜ К,(у)

'R у"Л(у) и

2у/.(у) ֊ . .ь 2-
аг R R

после некоторых преобразований (”) для определения постоянных 
окончательно получим следующую совокупность двух бесконеч­

ных систем линейных алгебраических уравнений:

т я т 1 
/71*0 ГП—О

(1.13)
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+ 2 «1-гив|)28)+<-։>'«<'> 1֊ 1֊^՛!I ;(-1)'18и-
т - I (1 *

ЧьДН|^-да+(-|)% (х = 0։ ’• 2՛ 3
М=1, 2

Здесь введены следующие обозначения:

‘X’=2(45 4 1) /?* У-т+М (' * О/)Л< 1>?0 »<։/)

• 1г, кг (т’+^О)

+ 1/2 ('*<?/)

(՛» /?)

-"‘,=8(4$+1) V /Т^|1 4-/?*-(֊ 1Г Л Ка,.)

/<" = 2(45+1)
(14-/?* )/՛;•_/*/?-'» 

,32 ('» + > +

+ /->(7Г(1+5)
(1 >)Г (5+1/2)/?»

«/
| г(а2—г»)-|/гт(((г)Л(- 5, 5+1/2; 1; г։/а֊)</г|.

О

сМ._4-^- + 
~Н

8а/ А\(У) 
у։Л(у)

։и» - гу/ду)
а\ R

R֊ I

т + $

и

аз-/ *-1
(1.14)

(/, /?»Ч'('* я)

_  а«/ ^2 л
"։ ֊ /?’(1-^)/^ ’ !‘։ ~ ' ! | - н

где Г(г) —гамма функция, Е(а, ?; т, г)-гипергеометрический ряд, 
Лл(г)—функция Макдональда, 4Ж<—символ Кронекера.
Пользуясь точным решением парных рядов-уравнений по коси­

нусам (՛»”), для определения неизвестных коэффициентов 2^ из 
парных рядов-уравнений (1.7) получаем следующую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений

^Э,= 2 V р^Л-рп7^-Чп (« = 1,2,3,...) (1.15)
I - I »-1

где введены следующие обозначения:
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Ркп Ф* (0)z„(cos0) ctg 0/2 d9. ч * (6)г„ (cos б) ctg 6/2 4/9.

V»

1^*==*— f г» (cos9)z. (cus 9) ctg 6/2 «ft. рп = (*g(C08 ,T.°J 
2 J ~n

<ln
J H(6)z„(cos 9) ctg 0/24/6 + J P(0)zn(cos9) ctg 6/2 d<), 

u c.
(1.16)

?* ds

Ф*(б) =

/(«—?)

F(6) =

4 » (9) = — lJo(l
(СО80 — СО8?)։/2

©
sin — rfs 

2
(СО5 0 — СО8 ®)։д

Н(Ь)
f2"O

(cos?—cosO)1/2

у» (X) = Р*_։(х) 4- Р*(х), г*(х) = Р*_։(х)—Р*(х), <р0 = кА//,

Р»(х) — полиномы Лежандра, а знак (') означает производную по ?.
Постоянное Х^ будет определено из следующего уравнения, 

получаемого из условия интегрируемости контактных напряжений с 
использованием бесконечных систем (1.15)

(—|П8|П«?2—в, \2<»1+е։2<»= ֊ ^(0) +
\ - 2 / 1 —V

ОС-

л— 1

R
(l’„(9)ctg 0/2 rfO + ( 4'rt(0) ctg 0/2 dB

Qn^y«<cos?o) — ( /Y(0) ctg 0/2 F(9) ctg 0/2 4/0.
*0 i

2. Докажем, что полученные бесконечные системы линейных 
алгебраических уравнений (1.13) и (1.15) не только квази-вполне ре­
гулярны, но и сумма модулей коэффициентов при возрастании номе­
ра строки стремится к нулю, то есть

= Пп> v \^>,\ = Ilin
Л1-0

1 ад = "п1 V \р£|=0. 
m-0 »-1

(2.1)
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Докажем первое из этих отношении. С этой целью оценим глав 
ную часть выражения

Пользуясь формулами (и)
С

О

'-4֊ 5 4- р!2\ /»/<**) ֊ =

Г» . Г(14֊54֊Р/2)г+'+։
Л / с • 8 \1 №2-----М Гб+$)

(2.2)

^о(гтг )

2*тЛ(««/?) '

нетрудно получить оценку для при $>2:

|ш"> = I т։
2(4$ 4- 1)/д7

*тР2
(1

<1*т
4ч(։>и. $)• (2.3)

/дл-ьэ а (^та/)

Для фиксированных 5 слагаемое т(вЛ|,5) в формуле (2.3) при 
։т-»-оо является бесконечно малой величиной более высокого поряд­
ка по сравнению с первым слагаемым. При фиксированном же ։„. 
когда $-»оо, слагаемое *(аж.$) имеет тот же порядок малости, что и 
первое слагаемое в (2.3). 

«■
Из оценки видно, что ряд У | сходится и, следовательно, 

гпл-։

У. ]«•><£» | —0 при $-*оо 
т - I

('умма V |р<0| при /«1,2 стремится 

мере, как а при 1 = 3 стремится к нулю 
<зО

к нулю, по крайней

как 5"11п5, что подроб- 
X

но показано в работе (•). Суммы же |с^; | и X 1^/л I исследова- 
т-0 ш-0

лить в работе (■>, где "оказано. ”» ‘03р։СТ’"Н"’ “"едГеГчго
ся к нулю как ^”/Г( 254֊ 7.)- Из вышеизложенного следует, ся к нулю как с / ֊ г . к ,1Ю а, следовательно,
все суммы, входящие в (2. 1). стремя яиПны
бесконечные системы в общем случае квази апо с алОженных на

Нетрудно «метить также, что при "трем-
функции //(г) и т)Дг), свободные члс ।
ятся к нулю по крайней мере как 0(5-֊ )- модулей коэффи-

Отметим. что факт стремления вы.111СЛ11тельные
цнентов бесконечных систем существе
работы при рассмотрении конкретных перемещений.

3. Ряды, втотяньве я , "Хдре. Ня’ гр....... ..
сходятся достаточно быстро внутри ухудшается, и
же области (г = /?. д-0.0 сходимость этих рядо» ухудш 
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формулы (1.3) непригодны для вычислений контактных напряжении 
и перемещений вне контакта. Однако, предварительно улучшив схо­
димость этих рядов и выделив при этом соответствующие особеннос­
ти. можно получить формулы, пригодные для вычисления напряже­
ний и перемещений как на торцевых плоскостях г = 0,1, так и на 
цилиндрической поверхности г = R.

Пользуясь формулами (1.3), (1.9) и (I. 11) для контактных на­
пряжений о., получим следующее выражение

н(-■>' л_Л(Ил. ти-п 1+ш)
2 ) ■՛ х

/?( — ’П, т + 1/2; 1. гя/«2). (2.4)

где Н(л՜)—функция Хевисайда

Жж» = ; х>0
д<0.

Коэффициент при особенности (л’—г։)'||г в формуле (2.4) в ок­
рестности точки г = а/ имеет вид

Для сил Р/, действующих на круглые штампы, приложенные к 
торцам цилиндра, из (2.4) получим выражение

л<

а/

О

R։ 
\гЛ(Г^Г.

<11

(2.5)

Пользуясь результатами, приведенными в работе (։о), из (1.3) 
получаем следующую формулу для контактных напряжений аг(Х?, г)

, п . А соз ф/2 .М/?. ?)=----------------—— -/>(?)
(С051? —СО8'40)։/г

(2.6)

?0

(’)^?<<Ро)

где коэффициент А при особенности имеет вид

+

+ £?Я1Г* (■?„) 4- ֊- (соз?0)
£

(2.7)
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п регулярная часть контактного напряжения выражается формулой

ад = *1. со։,/21 Г  + г _/ («М<>________ I

I I (со։® — СОЗ®)1*’ 3 (СОЗ?֊СОЗб)1'’ )’
V» 9

(2.8)

где

7.(0)- /<*՛ >ф* (0)+(&) +1/2 а<?» (соз о) Щ).

В заключение приведем ряд задач, которые представляются ин­
тересными и решения которых как частный случай могут быть по­
лучены из решения задачи, рассмотренной в настоящей работе.

а) Полагая т(1(г) =0, о, =#= О,/?, «։=0, получаем решение задачи 
об осесимметричной деформации конечного цилиндра, ослабленного 
в плоскости г=0 внешней кольцевой трещиной а, </■</?, к поверх­
ности которой, в общем случае, приложены давления /։ (г), 
Деформация цилиндра осуществляется также нормальными напряже­
ниями /։(г), приложенными к торцевым плоскостям :=±1 и ради­
альными силами/, (г), приложенными к части цилиндрической по­
верхности А < |г| </, г=/?, а также гладким диском, симметрично 
насаженным на цилиндр.

б) В задаче, приведенной н пункте а), граничные условия по 
цилиндрической поверхности могут быть заданы однородно, т. е. в 
одном случае (Л =0) по цилиндрической поверхности заданы только 
радиальное давление /, (г). а в другом случае (А«/) цилиндр по 
всей длине заключен в полый гладкий жесткий цилиндр, внутренняя 
поверхность которого определяется формулой г —/?+т„ (?); если при 
этом устремить / к бесконечности, то получим задачу о бесконечном 
цилиндре, ослабленном кольцеобразной трещиной, которая методом 
Снеддона (*) подробно исследована в работе (’).

Если же при Л =0 полагать я։ =и։, (г) ՛ с,/։(г)=/1(г), то полу­
чим задачу о растяжении бесконечного цилиндра силами Р, прило­
женными на бесконечности, когда цилиндр ослаблен периодическими 
кольцеобразными трещинами. При этом Р — Ъс, где значение б опре­
деляется из соотношения (2.5).

в) Если положить тч(г) =0, «։ =0, то получим решение
задачи о деформации цилиндра, ослабленного н сечении ’■=/ кольце­
образной трещиной, к поверхности которой в общем случае приложе­
но давление /։(г). Деформация осуществляется также двумя, распо­
ложенными симметрично гладкими дисками заданной формы, ради­
альными силами /,(*), приложенными к цилиндрической поверхности 
между дисками А А и нормальными напряжениями, приложен­
ными к торцевым плоскостям г = 0 и г = 2/.
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В вышеприведенных задачах по обеим торцевым плоскостям за* 
давались напряжения, однако, во всех этих задачах могут быть рас­
смотрены случаи, когда по обеим торцевым плоскостям или по одной 
приложены гладкие жесткие штампы.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ա. Պ. ՄհԼՔՈՆՅԱՆ

ILniuGg քսւսիմԼսւրիկ Ijn հսւա կ шш| իհ |иГ1Г}|н'р հոծ զ|Ա1էփ համար

Դ իւոարկվում է վերջավոր դյանի համար ա Ո ա ձղ ա կ ան ո ւթ յ ան տեսության 
ա ո ան ց րա ս իմե տ ր /»կ խնղիրր է երր ե դրային պայմանները ղլանա յին մսւկե֊ 
րևոպթի ու դլանի հիմրերի ւ[րսյ տրված են խաոր ձևով։ Ենթադրվում է, որ 
դքանի մակերևույթի վրա շոշափող յարումներր բացակայում են։

Խնդրի (Ոէծումր ներկայացված է Ֆուրւեի և Ֆուրյե*Դ ին ի ի չարրերի դու* 
մարի տեսրով, որոնց դոբծակի ցն երր որոշվում են երեր ղ ո ւ յ դ շարբ*հավ։ս* 
սարումներից։ Այնուհետև գործակիցների որոշոէմր բերված է դծային հա* 
վասարումների անվեջ սիս տեմների լուծմանը։ Ապացուցվում է, որ անվերջ 
սիստ եմներր րվաղի. լիովին ռեգուլյար են, իսկ աղատ ան դամներյ։ ձգտում 
են ղերոյի։

Ստացված են բանաձևեր կոնտակտային լարումների համար անջատված 
եզակիություններով ե կոնտակտից դուրս գտնվող մակերևույթի կետերի 
տ եղավ։ ւ։ խումն երի համար:

Դիտարկված են մի րանի մ ա սնավո ր դեպրեր։
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