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В статье рассматриваются вопросы приближенных вычислений 
булевых функций (б. ф.) с точностью до заданного е.

Рассматриваются алгоритмы синтеза приближений б. ф., т. е. та
кие алгоритмы, которые по каждой б. ф. из заданного множества 
выдают алгоритмическую схему, приближенно вычисляющую данную 
б. ф., в том смысле, что доля значений, неправильно вычисляемых 
этой алгоритмической схемой, не превосходит в.

Рассматривается качество работы алгоритмов синтеза с точки 
зрения сложности выдаваемых ими алгоритмических схем, мощности 
получающегося при этом множества приближении, а также времени 
их работы.

Устанавливается полнота в смысле (։) некоторых задач, связан
ных с приближениями б. ф.

1. В дальнейшем предполагается фиксированным некоторое поло
жительное рациональное число е, меньшее 1/2, относительно которого 
рассматриваются все приближения 6. ф. Всюду далее б. ф. есть сокра
щение для выражения «булева функция", о. р. ф. —.общерекурсивная 
функция”, ч. р. ф. .частично рекурсивная функция”, и. ч. — .нату
ральное число”, р. ч. — «рациональное число”. Определим н. ч. как 
слова в алфавите |0, 11, так же, как в (*). Длину н. ч. х будем 
обозначать посредством 1(х). Если Д —конечное множество н. ч., то 
через </(Д) будем обозначать мощность этого множества. Размер
ность б. ф. будем указывать верхним индексом, так что если Р есть 
б. ф. размерности п (т. е. слово в |0, 1| длины 2я, содержащее ин
формацию о всех значениях /Д, то будем писать Ря. Букву /V будем 
использовать для обозначения множества всех б. ф., букву Л1— в ка
честве переменной для обозначения произвольного рекурсивного 
множества б. ф. (при этом посредством Л1п будем обозначать мно
жество б. ф. размерности п, принадлежащих /М), букву С—для обо
значения и. ч., буквы Т и / — для обозначения одноместных о. р. ф., 
букву R—для двухместных. Посредством ш, будем обозначать функ-
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к2’1
цию: = 2" — log v с'п). Буквами г и p будем обозначать та-

1-0
кие функции, что для любых слои а и а' в J0, 1| одинаковой длины 
г(ц, а') есть расстояние по Хеммингу между а и а՛ (т. е. число ком
понент, в которых а и а՛ отличаются), и р(а, д')=г(л, я')//(<։). Если 
р(«, а')^е, то будем писать а = а՛ и говорить, что а и а' е-равны. 

с
Кодом пары слов (а,, . Фл, д,, 6/, ... Ь1т) в алфавите |0, 1|
будем называть слово allatlat,ait . . . ainain 01 blx bi, ... b,m (см. 
(*) стр. 86). Пусть П есть множество слов в |0, 1) одинаковой длины 
k (k= 1, 2, . . . ), кодом множества П будем называть (и обозначать 

посредством П) код пары слов в (0, 1), одно из которых есть k, дру
гое представляет собой конкатенацию слов из П в лексикографичес
кой упорядоченности. Под длиной множества П будем понимать (и 
обозначать через /(П)) длину кода П. Длина П таким образом рав
на k ■ </(П) + 2/(£) 4֊ 2. Под s-покрытием множества П будем пони
мать всякое такое множество П* слов длины к, что для любого а из 
П в П՛ найдется слово а' s-равное а. Посредством [П]։mln будем обо
значать s-покрытие П минимальной мощности. Будем говорить, что 
П1 является замкнутым s-покрытием П, если П՛ есть s-покрытие П и 
имеет место П‘СП.

Будем говорить, что о. р. ф. ։ полиномиально не превосходит 
о. р. ф. 3 (и писать аДЭ), если д£у/;(а(л)<3?(л) + 2)*). О. р. ф. а и £ 
будем называть сравнимыми (4) если ЗА։. Символы и - бу
дем использовать в следующем смысле ։< • 3=аСул(а(7?)<^₽(/7) + С՜), 
а=^((а< •?)&(?<*։)).

В качестве основного алгоритмического языка будем рассматри
вать некоторую аддитивно оптимальную нумерацию ® ч. р. ф. (*■’), 
т. е. такую нумерацию, для которой выполняется следующее условие: 
для любой нумерации одноместных ч. р. ф. v можно указать о. р. ф. 
s такую, что \1п(?.(/|(п) = >/(«))& (/(։(0)<^ •/(/)). При этом мы будем 
предполагать, что ։ просто вычислимая функция, именно, что время 
вычисления ։(։) полиномиально не превосходит /(/). Будем говорить, 
что ч. р. ф. вычисляет б. ф. (и писать ®p- ►F'’) если ух(/(х) = 
= /։d?o(՝-) = F"(x)), и говорить, что <рр е֊вычисляет F (и писать 
?р->-/?л) если гр вычисляет 6. ф. е-равную Fn. Для нумерации ® за

фиксируем последовательность Ф сигнализирующих (’) и с каждой 
Фр ассоциируем ч. р. ф. Фр такую, что Vz։(<bp(M) = max Фр(х)). По- 

/(Х) = Л
средством £•„ будем обозначать псевдофункцию Шеннона (*) мно
жества М: £•„(/։) = 2 = v(F<i£M)֊|֊lg/?( &(?p->Fn))&

I
& V(^'<2) ; з(/г/1^Л1)у(/?^.г')“|(fy ►/Гя), и посредством L,r—огра-
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ничейную функцию Шеннона, ассоциированную с о р ф. 

/’: = max (mln/( р)\(?р~ *Fn) & (Фр(л)<Г(п))|.
F* £ М в

В утверждениях и. п. 2 и 5 .время" работы синтезирующих ал
горитмов понимается как время их реализации на одноленточных 
машинах Тьюринга, в утверждениях и. п. 3 и 4 — в смысле фикси
рованной сигнализирующей Ф. .Время- вычисления значения /(л) 
будем обозначать через tf(n) (предполагается некоторое фиксирован
ное вычисление /), обозначение tf понимается естественным образом 
в соответствии со сказанным.

Под алгоритмом синтеза будем понимать всякую о. р. ф. / та
кую, что если для некоторой б. ф. F*1 f(Fn)=p и вычисляет б. ф. 
Fnp г-равную Fn, то f(Fnp)-p. Будем говорить, что р есть правильная 
л-программа по А если P=f(Fn} для некоторой Fn и вычисляет 
б. ф. F* такую, что \Fn(f(Fn)=pz)Fn^Fnp). Мы будем различать

I
два понятия области применимости D' алгоритма синтеза / вводимые 
следующим образом: (1) D' — такое множество б. ф., что ул(£)' = 
= \Fn\f(Fn) есть правильная n-программа по <|); (2) Df — такое 
множество б. ф., что \m(D'n = | ). Алгоритм синтеза /

i
рассматриваемый совместно с его областью применимости в смысле 
определения (1) или (2) будем именовать соответственно а. с. 1 или 
а. с. 2. Сокращение а. с. в дальнейшем употребляется вместо а. с. 1 
или а. с. 2; все формулировки, в которые входит сокращение а. с. 
будут справедливы при замене его на а. с. 1, так и на а. с. 2. Бу
дем говорить, что / есть а. с. для /И, если МСД/ Для множества 
МС/У символом f(Mn) будем обозначать множество всех программ 
f(Fn) для Fn£M, и символом (/(Л4Я))* множество б. ф. размерности 
л, вычислимых программами из /(>МЯ). С каждым а. с. f будем свя
зывать характеристику времени его работы Г/, определяемую следу
ющим образом улуЛ1я( = meх t, (Fn)). Функцией Шеннона

Fn £ Afn
множества М по а. с. / будем называть функцию Л',17 такую, что 

=max lf(Fn))). Множество Л1Л содержащееся в D'n будем 
F"£M

называть замкнутым относительно /, если (/(Мл))*аЛ1л. Из опре
деления алгоритма синтеза следует, что для любого а. с. /, для лю
бого л множество FF замкнуто относительно /.

2. Вопросы синтеза программ, вычисляющих с точностью е б. ф., 
принадлежащие множеству Л/, связаны с построением множества 
приближений (е-покрытнй) Л1п. Очевидно, что £'ч(л) • >ld( |Af|^ln), и 
как нетрудно убедиться, по всякому алгоритму g. синтезирующему 

«-покрытия для М (g по всякому выдает код s—покрытия 
Мл) можно указать а. с. / для Л/ такой, что время его работы



Г/-(МП) сравнимо с tgt.fi) и функция Шеннона множества Л1 по /
,) ограничена мощностью с-покрытий Л!л, выдаваемых g. С дру

гой стороны, всякий а. с. / для Л1 для каждого п синтезирует неко
торое множество приближении (е-покрытне) для Мп, мощность кото
рого равна (У(/(Л1л)). Как показывает следующее утверждение, по 
всякому а. с. / для /И для любого подмножества ЛГСЛ1 (в том чис
ле и самого Л1) можно указать а. с. /' для ЛГ, качество которого 
зависит от мощности множества приближений для ЛГ, получающего
ся при синтезе алгоритмом /֊с/( /г(Л1л)).

2.1. Пусть ЛГСЛ/ и # есть алгоритм, порождающий по вся
кому п коо Л1л (ун(£(Л) = /Йя)). Тогда по всякому а. с. / для Л1 

можно указать а. с. для ЛГ такой, что 1^. 1д(/(Мп))&
& ( Т, (Л1П)Л Т7(Л!Я) ЦМп) + ^(п)).

Заметим, что если ЛГ из 2.1 для каждого п задавать кодом ,МЯ։ 
то для Тг выполнено: Т/(Л'/Я)Д7’/(Л!Я) • 1(Мп).

Если оптимизацию а. с. мы будем понимать только в смысле 
уменьшения мощности множества приближений, то исследование та
кой оптимизации естественно проводить в рамках теории .переборных 
задач՜, рассмотренной в (1,:). Нижеследующее утверждение 2.2 по
казывает, что время работы алгоритма, выдающего по заданному 
множеству Мп его минимальное е-покрытие (или даже количество 
элементов в минимальном покрытии), по порядку (полиномиально) 
не меньше, чем время решения полных задач перебора в смысле (1).

Сформулируем задачу, связанную с определением количества 
элементов в минимальном £-покрытни множества Л1п.

Вход: множество П булевых векторов одинаковой длины Л, р. 
ч. е <1/2, положительное число т.

Свойство: существует замкнутое £-покрытие П мощности не 
превосходящей т.

Указанную задачу будем называть .векторное е-покрытие*.
2.2. Задача .векторное е-покрытие" является полной в смыс

ле (’).
Полнота задачи .векторное е-покрытие* доказывается посред

ством сведения к ней нижеследующей задачи .вершинное покрытие 
вершин графа*, к которой в свою очередь сводится полная задача 
№ 6 из (’) .покрытие множествами*, формулируемая задача, таким 
образом, также полная.

Задача—.вершинное покрытие вершин графа*.
Вход: неориентированный граф (7 (граф задается парой (У, №), 

где И — множество вершин и и֊/— множество ребер графа), положи
тельное число т.

Свойство: существует подмножество вершин графа V" мощности 
не превосходящей т, которое покрывает V, в том смысле, что для 
любой вершины из V можно указать вершину д' из V' такую, что 
(<7.?')е^.
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3. Рассмотрим зависимость между временем работы а. с. и вре
менем работы синтезируемых ими программ. Естественно ожидать, 
что простыми (быстро работающими) а. с. нельзя синтезировать оп
тимальные по объему программы, вычисляющие сложные б, ф. Ока
зывается, что это действительно так для а. с. 1 (см. 3.2), но не для 
а. с. 2 (см. 3.3). В 3.1 показывается, что по времени работы а. с. 
нельзя указать верхнюю границу времени работы синтезируемых 
ими программ—она может быть сколь угодно большой. Дли а. с. I 
из 3.1 и 3.2 следует, что если простые а. с. синтезируют программы, 
время работы которых велико, то эти программы заведомо плохие — 
существуют эквивалентные им программы не большего объема, ко
торые работают быстрее.

Пусть / есть а. с. и M^D . Введем характеристику времени 
работы программ, синтезируемых /для б. ф. из Л1: уя('/( 'Ип) = 

= тах Фр(л)).
pQf(Mn) *

Утверждение 3.1 формулируется для а. с. 1, оно тем более вер
но для а. с. 2.

3.1. "]д/?уа. с. 1 /(VMCD< )у;(7(Л1л) </?(«. 7/(Л1л))).
3.2. н/?уГуа. с. 1 /(v^CD/)v;(Z.,if(,' r/<A"n(«)<•/.՛„.,(л)).
Следующее утверждение показывает, что для я. с. 2 аналог 3.2 

неверен. А. с. / из 3.3 обладает следующим свойством — он просто 
вычислим и, в то же время, мощность множества оптимальных прог
рамм, синтезируемых /. которые вычисляют сложные б. ф. размер
ности л, неограниченно растет с ростом л. В 3.3 L* т обозначает ог
раниченную функцию сложности индивидуальных б. ф.

3.3. Пусть <<1/8. Тогда =/(л))&(d(Mn) = л) &
(mln ГЛ) ->ш. (л )- /(л)) |а а. с. 2/| ( /Д, Дл )< • /?и(л) ) &

УТ(7/(Л1л)</(л))|.
4. Пол сложностью множества At будем понимать время вычис

ления характеристической функции множества Л1. Рассмотрим зави
симость между сложностью множеств б. ф. и сложностью а. с. для 
этих множеств. Ясно, что если Л1 -простое множество, то можно от
носительно просто (применяя „перебор") находить минимальные 
s-покрытия для /И, а следовательно, и строить относительно простые 
а. с. для М. В то же время, как нетрудно убедиться, множество мо
жет быть сложным, но допускать простые а. с. Из 3.2 и 3.3 следует, 
что существуют множества, реализуемые простыми а. с. 2. но слож
ными а. с. 1—таковыми являются множества из 3.3- Утверждения 
этого пункта показывают существование множеств, любые а. с. для 
которых (оптимальные а. с.) сложны, они справедливы как для а. с. 
1, так и для а. с. 2.

4.1. Для любой о. р. ф. К такой, что ул(£(я)О.(я)), для 
любой о. р. ф. Т можно указать рекурсивное Л1 и константу С
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такие, что \л(£'։|(л)<£(«)) и для любого п выполнено: если ъг 
есть а. с. для Л1я такой, что ФХ(2П)<Т(п) и /• тоИ • • JT
/(г)>£(л) ֊ С.

Следствие. Для любой монотонной неограниченной о. р. ф. 
g (сколь угодно медленно растущей) такой, что yn(g(n)< ш,(п)), 
для любой о. р. ф, Т можно указать рекурсивное М такое, что 
\n(L\{(n) <^g(n)), и для любого а. с. f для Л1 выполнено:

T(n))^(L'M f(n) >u>, (/?))).
Утверждение 4.2 является аналогом 4.1, формулируемым для 

рекурсивно перечислимых множеств (р. п. м.).
4.2. Для любой о. р. ф. g такой, что yn(g(n)<^w,(n)), можно 

указать р. п. м. М и константу С такие, что yn(L\f(n)^g(n)) и 
для любого л выполнено: если 9г есть а. с. для Мп такой, что

С л едствие. Для любой монотонной неограниченной о.р. ф. 
g такой, что \ n(g( л) < ш,(л)) можно указать р. п. м. М такое, 
что \n(L\y(n) g(n)) и для любого а. с. / для М выполнено

5. Рассмотрим множество М всех 6. ф. Всякий а. с. для Л яв
ляется а. с. 1, следовательно для всякого а. с. для /V имеет место 
3.2, далее, для любого множества М б. ф. по всякому а. с. / для N 
можно построить а. с. f для М с характеристиками, указанными в 
2.1.

В 5.1 и 5.2 Л/(е) = —е logs —(1 —е) log f 1 —։).
5.1. (а) ^,(«)>2П(1-Я(«)),

(б) для е вида 1/2* 4\.(л)>(1 — (АН֊2)/2*).
В 5.2 L' обозначает псевдофункцию сложности индивидуальных 

б. ф., понимаемую естественным образом.
5.2. Пусть т. положительное р. ч. Доля функций Fn, для ко

торых L‘(FnX(\—к)2п(1—Н(г)) стремится к нулю с ростом п.
5.3. Можно указать а. с. ] для N такой, что Тf (Nп)ts'P՛' и 

L'„f(n)<-2n(\-kl2k), где е= 1/2*.
При доказательстве 5.1 используются следующие соображения. 

Так как число б. ф. размерности п, е-равных произвольной фиксиро- 
1‘2"1

ванной б. ф. Fn равно V СД„, то для L\. выполнено — Ру(л)> 
«-о

l2* lk
>2n(l—(log V C'„)/2"). Но величина (1/A) log V асимптотически 

/-0 1-0
равна (см. например (•)) А7(е) = —е loge—(1 —е) log (1—в), Для в вида 
1/2Л имеет место соотношение (Л4֊1 )/2Л<А/(в) (^4-2)/2*.

Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность И. Д. 
Заславскому за постановку задачи и внимание к работе.

Вычислительный центр
министерства автомобильного транспорта
Армянской ССР
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2. շ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ
Pni|jiuG ֆունկցիաների մոտավոր հաշվող ալղորի թմների ս ի է։ p ե q ի մասին

Հոդվածում դիտարկվում են Բուքյան ֆունկցիաների (ր. ֆ.) մոտավոր 
հ աշվման հարցերը»

Դիտարկվում են սինթեդող այդորիթմներ (որոնք տրված բազմությանը 
պատկանող յուրաքանչյուր ր, ֆ. Համար կաոուցում են այդ ֆունկցիան I 

մոտավորությամբ Հաշվող այդորիթմական սխեման)։ Դիտարկվում է նշված 
սինթեդող ա լ դ ո ր ի թ մն ե ր ի աշխատանքի որակր' նրանց մ ամ ան ա կի ծախս֊ 
ման, ինչպես նաև կաոոլցվող սխեմաների բարդութ յան տեսակետից։

Տույց 4 տրվում ր. ֆ. մոտավոր հաշվմաև հետ կապված որոշ խնդիրն ե րի 
յրիվ ութ յունն րստ Ռ. Մ. Կարպի։
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