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МАТЕМАТИКА

9. А. Даниелян

О периоде занятости общей одноканальной системы массового 
обслуживания

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н Мергеля ном 30/У1 19771

1°. Методы исследования одноканальиых систем массового обслу­
живания с ожиданием, несколькими пуассоновскими потоками и об­
щим распределением обслуживания позволяют получать преобразо­
вания Лапласа от распределений периодов занятости и числа обслу­
женных за периоды занятости вызов >в. Но вопрос прямого обраще­
ния этих преобразований до сих пор остается открытым (’).

Совместное распределение периода занятости и числа обслу­
женных за период занятости вызовов для системы с одним пуассо­
новским потоком и ожиданием, при общем распределении длитель­
ности обслуживания вызовов найдено в явном виде Прабху (։). В 
настоящей заметке изучается распределение периода занятости и 
числа вызовов разных типов, обслуженных за этот период занятости, 
в общей одноканальной системе с ожиданием и несколькими потока­
ми вызовов. Используемый метод может быть применен для нзуче- 
чения распределений периодов занятости многих приоритетных систем.

Рассмотрим систему массового обслуживания с ожиданием, г 
независимыми пуассоновскими потоками вызовов £|։ £։, . . Ьг и од­
ним обслуживающим прибором. Параметр потока £<(/=!, г)—а. у. 
Случайная длительность обслуживания вызовов потока Л, (г-вызовов) 

с функцией распределения (ф. р.) /#*(/) представима в виде суммы 
а

7, (։ = 1, г; 7, 1) независимых случайных величин (сл. в.): ?< = 
=₽Р'4- . . . + Положим: =5,<'՝(/). Длительности об­
служивания независимы и не зависят от процесса поступления. Бу­
дем говорить, что сл. в. является /-фазой г-вызова.

Пусть с момента 7=0, в который в системе присутствуют т< не­
тронутых обслуживанием а-вызовов, время х>0 прибор заперт для 
обслуживания (<=1, г; «<>0).
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Обозначим через ~(х; /и(0), где = тг, . . „т,), первый 
момент >х отсутствии вызовов в системе. Сл. в. к(х; период 
занятости со временем задержки х>0, инициированный тх 1-вызова­

ми, . . тг г-вызовамн. Далее, $(лм; *), где л(,։ = (п։.........лг);
7(,,=(^...........<л); ^‘,’1 =(^*’.................................................................. '*<*).

л*>0, есть следующее событие: |/г* 4 -вызовов обслужено и 
суммарная длительность /-фаз этих 4-вызовов </*/ (4=1, г; /=1,^*; 
<7* ^1)1-

Наша цель заключается в вычислении вероятности Пт(Г((х; //(г>; 

/<*'"•) того, что за период занятости «(х; т|г)) осуществилось событие 
$(л|Г); 7(^г1').

2՜, Очевидно, Пт(Г|(х; л(Г>; /։’<г)|)=0, если существует такое / 

(։=1, г), что Положим: 7 = х-]֊ |/|)«>|| + . . . 4֊ И(,М:
Г

С։ + Лз+ . . . 0=£1+ • • - + Дг ; ^^(')|= Р
<7. ____  . ’ 1₽ ЯВ

= П (/=!. 9/ 1)> 0։г> = (0, . . 0). 4 — знак дифференциала.

Здесь и ниже П означает, что произведение берется по тем для 

которых л*>0. Тогда ( *—знак свертки)

'1<Г>' 7”°’)=ехр(-’ • Пп+ II 
'* *-։ ;-։

Теорема I. £слм /^>0; В'>/)(+0) = 0 (4 = 1. г;
|л'"|=л, + . . . 4-«г>0, то

по«'> (*՛• л(И։ =ехР (֊<> ■ П * • /|"‘')|_։ П+ I П ^»УХ 
г<7 • а-| I Лд! /-1

I В՛/’ (/»>)!;* (П

Доказательство. Имеют место следующие рекуррентные соот­
ношения

</>>пу"’л; ..... ...’“Я;՞* X

<У^(о>По'о(х-т-12'*’*’|-'; Л։.............Л*_1, Л*-1, Л*+1............... пг\ (2)

...........7’*-1. «*1—2*1  С’г)). 
* ” Л 41

г
где У+ означает, что суммирование производится по тем 4, для которых 

< —1
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Пь>0 (Л=1, г) и = ........ г^у, |г^*>|=г*1+г„4֊...+г*7
к •

Докажем (1) методом математической индукции. Утверждение
(1) в частном случае г-|, <7,= ! доказано Прабху (’). Допустим (1)

справедливо при 1 и докажем (1) для |/1<'։| = /У (,У> 1).
По индуктивному предположению, если |я<'1| = ЛГ, то из (2) по­

лучаем
/'«"՛՛) = ехр|-./| • { п,^..

л

4֊ (!-%») । п У ) { (х + ~

л т
П+ П -'.ткгт,)\уп֊ ^
тп-1 / ։

где о^—символ Кронекера. Продолжаем подсчет, используя тожде­
ство

I

3 • тД-п
и

выполненное для любой ф. р. 5(П, й( + 0) — 0. и натуральных чисел 
/л>0 и п>0.

Таким образом, имеем

{у /? 1։
п -Ч х
й-1 п^\ )

л
XV пь [ | 5 , V /А/-Лгп | п | +

к \ 2 I \ 7-։ / 'п"։ I /-։ ’^-о

ехр{ —з/| л «г* п _2_
*-1 пк\ п

/-։ т-0
Г

■+V (л*оя>1+(1—8Я*|) 
к-1

</-
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ехр|-=/| П+^п С('֊*)л-21(л— т)ЛЧ-('֊л)1^
»֊>«*!/-։ '1ит-0

= ехр (—а • <)хР' 1
г (1пк Як . 1

что и т. д.
3°. Теперь мы в состоянии найти выражение для Пщ(,)(х; Цн(Г>> ) 

при |ш">| = т1-нл։+ . . . +тг>0.

Следствие 1. Если п1 /п/>0, ^}/,(4֊0)=0(/=|, г; /=1, 9/; 7/^1),
|/։<г’|>0, то

ш Пя(,)(л; п‘и; /с«(г։>)=ехр(_э . ф|л")|-Н'’|-։ 
((«։' ’> т к՝- I

(3)11+ 
*-1

а?*’"1* Яц 
—-----п(«*—лц)! /_|

гс#е ''՝>'<■+ означает, что суммирование производится по тем к, для 
“| ___

которых т>^>0 (Л=1, И-
Доказательство. Докажем (3) н случае 0<уп;<у։(՛ (/=|,г). на­
ложим (Л = 1, Г;

^,,<Н) = П (I <я„ь <’•’=(“*!. «(<?.։..... //<«„);
/*-։/> *

д(') ֊ /л<О = (Я։-ш։, . ....................пг-тгу, = (1к1-иЬ1.

•в։֊иь.........<*<!,- = а^-и^'.......

Нетрудно видеть (|и<<И'։>| = |н(<,,)|+ ֊ ֊ |м^*’| = «Л։+«ъ+ . . .

• • • + А = ГГг)

^ч<н)Пт1г)(х; л«'>; /(«•'’>) =

Л Як
Г1 п
#-1 /-։

</ц-0

= ехр | —5Г|/1"’',1-1'л1',1-։ I. . . I (хд- |и(*(,,»|)х

К)



1
Г

»-| («* —т*)1 1-1

Г Длй՜՜՞’! Як \п —-—грП ^(#*'*(М1Я*, 
»-։ (л»-т*И /_| 7 • I’

ЧТО II т. д.

Следствие 2. Если п^-т^О, ву՝)({) =------- \хли/-,е~л(1х
Г0*,) )

о

(*»/>!, А = 1, г;/= 1, 9»; где 1*0,/)—гамма-функция, |л(И|>0 
и сохраняются обозначения следствия I, то

^о։Г|^>(Х; /”(,,,) = ехр|-3. Г|^>1֊1«<^-1

X I П+ а?՜՞’* П
I *-1 (л* — т,)! Г(/։*6*/)

(11,!

Следствие 3. Если 7։ —• . . = ^л=1; В, (/) =
= [1—е »*։•']* . . . ♦ [I—0»,>О; 4=177; //*>!), где Ь,, 

Г
попарно различны по I; (1*1г) = П ՛ д1)։\ /1г> = (/։...........1Г), г=х-Г11-

4֊ - • • + 1Г\ |я<,,|>0. то

<1^,ь П^')(х; п(г>՝<<г>) — ехр ։՜3 ՛ Н

х(гг
I *-1

-------------и К Н)' ։2 
(/и—т*)Н~| /-1

. Ькр-\
ехр{— Ь„)1, | — 1 (11,

И (Ьк^-Ь^п)
л-1 
лт/

Ниже будем рассматривать лишь частный случай =дг—\.
4 . Заметим, что условие Вд+0) = (> (/=1.г) не является необхо­
димым. Положим 0< а/= Я/(4֊0)<1. Каждый / — вызов (/=1,г) с 
вероятностью а/ обслуживается .мгновенно* и с вероятностью 1— ч 
имеет ненулевую длительность обслуживания. Таким образом, поток 
/-вызовов (/=ТГ7) подразделяется на два независимых пуассоновских 
потоков вызовов с параметрами а,։,- (с мгновенным обслуживанием) и 
«/(!—’/) (с ненулевой длительностью обслуживания), вызовы кото­
рых называем 1, /-вызовами и 2, /-вызовами соответственно. Ф. р.

длительности обслуживания 2, /-вызова равна:--------------- .
1—а.

Обозначим через /Ци; /(О). где //|'։ = (/։ц, . . ., п1г), еле 
дующее событие: |л/ /, / -вызовов обслужено и суммарная длитель­
ность обслуживания /’-вызовов <7/ (/=1, 2; / = 1, г)}.

Пусть П,и(,((л՜; //(։'>; л./1; /(,)) — вероятность того, что за г(д՜; л/*'1)

II



осуществилось событие 5(л{",/"’)• Положим: т\''^=(т{1.........т1г}

(/=1, 2). Поскольку к 2, /—вызовам (1 = 1, г) применимо следствие 
1. то справедливо утверждение
Следствие 4. Пусть |л<'>|=лй +■ . . . 4֊«/г (/=1,2). £сла |л{'»]>0, 
то

«Г’*, «i'՛'’ /,г))=ехр{-а /| v / ”*! а«2д
“ (*-։ (л։*—/лг*)! пц^.т^.

I ..н»,.-™,.)! * • i r,«i. I
г

гое (т) означает условие: (/л'/Ч /л/' = т,п; пц /л?7>0|, а 2е есть 
к- I

суммирование по тем k, для которых т։»>0. 
a del г а

5 Положим: П(л(И; f'’) = v —П(о....о. i. о. ...о (0; л*'»; /<'•) есть ве-

роятность того, что за период занятости, начавшийся с обслужива­
ния одного вызова, обслужено п, /-вызовов (/=1, г) и суммарная 
длительность обслуживания /-вызовов <7/. Тогда (//*>0; /* >0;
1«,'»|>0; В*(+0)=0; 4 = 177 И<4='։+ . . . + /,)

</+։пП(«։"; /|и) = з-1ехр [-з|/(и||(|/г>|)|п'Ч-։ Г?'1* 
П+-*֊ 
*-1 «* I

(4)

Введем многомерное преобразование Лапласа-Стнльтеса

к(ДЛ $">) = ! г(л‘Ч 
|п<О| Л'

(6)

где $"> = ($,........... sr); 5/>0; л,->0; Л>0 (Z=l,r) и d^d^d,,... d,(r)

Следствие 5. Если ЛД+0)=0; л* >0; 5* >0 (4= 1, г); Л^=|п^|, 
то

s(,l}=—12— 
з - ;V!

дл 1

^Зл’— I

(Lnk 
П 
*-! п* ! I (S* + з)]՞* .

гое

?*(s)= | e-'։dB„(t) (s>0; Л = 1, г) 
(I

Следствие 6. Если Л»(4֊0)=0; 5* > 0 (Л = 1,г), /У>0, то 

■k(N\ =
з • Л'! дал֊։

1 2 а*М«» + «) | , 
I а֊։
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Доказательство следствия 5 аналогично приведенному ниже доказа­
тельству следствия 6. С другой стороны, следствие 6 вытекает из 
следствия 5.

Доказательство следствия 6. На основе (4)—(6) имеем = 
= (*։...........М; |Л"1=Л։+ • • • ֊М

■» ов
отг(Л/; з'О) = V (*•••! ехр(— V (3* 4֊ а)/* I (|ГО|)Л-1 х

|л‘М=Л/ .1 .) । *-1 I
О О

|п
I *-| /1*1 *

|ЖО|—/V թ(Օ| Л' I
(/У-1)! | ' (-1)‘/а;/ 

Л։! 4։! • • •4г|/-1 Лу!
Ժ*/
Ժ«*/ !?/(*/ - в)1"'

д л - ։ '
V (-])*՛֊՛ — П

|п'О|.-.Л’ до1՝՝ 1 »-1

(1пЬ
-*֊ |М*» + ’>1'։» 
л* !

( -1) Л' ժ4֊1
М д^~1

V а»8*(5* + в) Г
I-1 I
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է. 11. ԴԱՆԻԵԼՅԱՆ

РГ| ւ]1ւանո է г մի 1111111 г տմբոիւա փն սպասարկման սիստեմի զբաւ]ւ|ածւււ |> յան 
ս|արբԼրուբյան մասին

՚Ւիտարկվ։ս մ է պահանջների ք անկախ ներմանող ՊուասոնՒ Լ խ է» •••• էր 
հոսքերով և մեկ սպասարկող սարքով մի սիստեմ է Լլ հոսքի պարամետրր 
հավասար Լ (1ք~ի (4=1. ք), իսկ այղ հոսքի պահանջների (/ - պ ահան ջն ե ր ի I 
սպասարկ։! ւսն մ ամանակի րաշխման ֆունկցիան՝ &ձէ)~ինէ 0 4“0)^ 1 .

{֊պահանջի պատահական սպասարկման մամանակր հրին ներկարսղվոէմ 
4 անկաիէ պատահական մ և<) ա քժ րսննե րի ղրոմարի տեսքով

^֊рн»+. . • 4-

Ո»ր ) = Р | 3/^ է ’ ե հետև արար Յյ( է ) = В\ 1 *( է ) * ՚ *♦ Ց՚^(է)

կոմպողիղիա^ի նշան է։
//պասարկման մ ամանակներր անկախ են ե կախված չեն պահանջների

աոագայր1 ան պրոէ/եսիէ]է (-պահանջի րկման մամանակի 3^7 մ ասր

կոչվում Լ (-պահանջի վ-ֆաղա։ Ենթաղրենք է =0 մոմենտիղ մամա-
նւսկ սարքր փակ է սպասարկման համար ե է =0 մոմենտին սիստեմու մ չկա 
ե ոչ մի պահանջ։ նշանակենք ով Հ֊իէք մեծ աոաջին մոմենտր» ^րր
սիստեմն աղտէո Լ պահանջներիդ։
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Դիցտք .$( Л<"; „լր //<"=(«„ • • • , Лг), (/<«.), . . ./(«„)),
է\'1> =---- (01- Օյ» * • • քյզ ) հետև լա ք պատահարն է* սպասս/ М* Ոչ հասւ

{•պահանք և արյ է֊ պահան քների /•ֆւս ղանե րի ց ա մ ար լա լ ե րկսւրա թ (Ոէնր

Նշանակենք П(х: «<'», է^)-ով Տ(ոՏ'\ է"<ր՝>) պաւրւահ/ս րի տեղի անե֊ 
նալու հս/վան աէրսնա քժ րսնր Т?(х) ղրտղվս/ծ ա (ան պարրե րու իք քան րն թ ա ց րտ մ /

Թեորեմ—եթե հ/> >-0; հյ 0; 23յ/,(+Օ)=Օ (4=1 ,г; /=1,(7*; 7*>1),
|л(г||=Л1Ч • • • -г//Г։ ապա1

Г /1^ է (] ь(Г1П(Х; /.,<".)= ехр{-з . /|л/1"(,)1֊‘ П- -Ճ. п
*-։ Ո/է յ^\ 

ոբւոեզ *

^=х+|^'>|+ ■ • • +|С»'’|; т=^1+ • • • +^р <*\а^ = П+ </<«..; 
г4 1 >-! Г*

— П ^հյ б—Պ+ ■ ‘ • +аг 
1 /-1

Ժ-П դիֆերենցիալի նշան հ, իսկ П+ նշանակում к, որ արտադրյա|ը ^Ьрд- 
ված к ըստ այն А-երի, որոնց Տամար /?ւէ֊ն մեծ к 4|1ր։յէ»9'

Л И Т Е Р А Т У Р Л - %Ги’|ИЪПЬНЗПЬ\.

1 Б. Н. Гнеденко и др., Приоритетные системы обслуживания, МГУ, М.։ 1973.
2 У. Н. Прабху. Методы теории массового обслуживания и управления запасами, М.. 
Мир. 1965.


