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Об одной экстремальной оценке для производных

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М Джрбашяном 3/111 1977)

Пусть у = р(х) непрерывная монотонно возрастающая на |0, оо) 
четная функция, удовлетворяющая условиям

р(0) = 0, ||щх"е-*<л  =0 (л = 0, I, 2, . . (I)
X ■*  •»

Пусть х=<7(у)—обратная к р(х) функция, для которой 11т?(У)=
У--

= Н֊о«.
В работе (’) М. М. Джрбашян доказал следующее утверждение 

(которое ниже формулируется по работе (*)):  
если для последовательности алгебраических полиномов (Рп(л)|

|Р„( х)| е* л\ —оо<х<4-оо
II

00
|р(х)х-Мх= +<х>,

то в любом конечном отрезке |—/?. /?] при л>л։ (/?, Л)
п

(2)

(3)

(4)

где Я»=*1  ( 1

В работе (’) поставлен вопрос: возможно ли в неравенстве (4)

множитель заменить другой, более медленно возраста-

ющей при л *оо  функцией?
Пусть II — множество всех функций р(х), удовлетворяющих ус 

ловиям (1) и (3). Имеет место следующая
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Теорема.*  Я множестве П имеются функции р(х) такие, 
п

• Утверждение, содержащееся в теореме, подтверждает гипотезу М. М. Джрба 
шяна (’)

*• Которая решается обычными приемами приближенного анализа,

. , / 1’ <1г \*для которых порядковый множитель ( I ------- ) в неравенстве
\ Ф) /

(4) нельзя заменить другой, медленнее возрастающей функцией. 
В частности, таковыми являются функции

р(л)-=|л|', 1 < t < + оо.

Доказательство. Отметим прежде всего следующий ре­
зультат С. Н. Бернштейна (•): при изучении экстремальных оценок 
производных в точках действительной осн достаточно ограничиться 
рассмотрением полиномов с действительными коэффициентами.

Обозначим через класс алгебраических полиномов с дейст­
вительными коэффициентами степени не выше п, удовлетворяющих 
условию (2) с функцией р(х) = |х|г, 1</<4֊оо.

При каждом фиксированном /£|1, +®о) зададим последователь­
ность действительных чисел

л = 1, 2, . . . (5)

где '='.(/) — решение (по г) трансцендентного уравнения

1
/2?՜!

Можно показать, что при n>N(f)

Тп(апх) = cos п arccos(e„x) £ йл.

Для этого нужно найти приближенное (и асимптотическое по л) 
решение следующей задачи**:  определить вещественный параметр ?л 
из условий:

П ^п(М)€^л,
2) функции Тп($пх) и е1"^ касаются на интервале (0, 4֊оо).
Выражение (5) является главной частью от ?л (т. е. Пт(ап/0Л)= I).

Л ►’□О
В силу известного свойства полиномов Чебышева, для любого 

полинома с действительными коэффициентами С]п(х) степени не выше 
п из неравенства

следует включение:

Qn€G„.

(6)

(7)

шах |(2я(х)|<1
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Пусть зафиксированы: конечный отрезок | —/?|, значение па­
раметра <£(1,оо) и порядок производной Л. Рассмотрим задачу: для 
фиксированной точки — R, /?| определить

тах |р'*>(5)|,  
|С?«1

где л>тах|Лф), и (?л(х)—произвольный полином из множества, 
определенного условием (6).

Для решения этой задачи воспользуемся асимптотическим ра­
венством С. Н. Бернштейна (4) для максимума модуля Л-той произ­
водной:

тах |(?’*,(։)| ~ 2*дП-т։*  ։
1(?п| л-+оо

где константа
(1 /։//

Уг;֊1

Из включения (7) ясно, что найденный

тах |0<я*>(ПК  тах|Р«'(?)|.
(Ул) Рп(_Сп

С другой стороны, для /?(х)=|х|/ имеем

чем и завершается доказательство теоремы.
Сделаем два замечания относительно использования асимптоти­

ческого равенства С. Н. Бернштейна.
Замечание 1. Применение равенства С. Н. Бернштейна в 

данном случае не совсем тривиально (рассматриваются отрезки рас­

тущей длины _1_ 
’л

Вывод аналога равенства С. К. Берн­

штейна для отрезков растущей длины можно провести приемом, из­
ложенным в (։), стр. 135—138, с дополнительным учетом того факта, 
что 1/а„ при />1н при п -*оо  растет медленнее чем п.

Замечание 2. Использование аналога асимптотического ра­
венства С. Н. Бернштейна связано не только с технической стороной 
доказательства. Задачу, изученную С. Н. Бернштейном, можно рас­
сматривать как предельный случай задачи, изученной М. М. Джр- 
башяном. Действительно, пусть р(х) = |х|/, и пусть / -*оо.  Тогда

Пт е1'1' = =
< ОО

I. 
е, 
оо.

если 
если
если
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Таким образом, при *-оо  приходим к задаче С. Н. Бернштей­
на об оценке максимума модуля А-той производной полиномов, не 
превосходящих по модулю единицы на конечном сегменте.

Вычислительный центр
Дальневосточного научного центра
Академии наук СССР

1Г. Яш. ԶԻՆԳԵՐ
Ածանցյալների համար մ|ւ էքսսւրեմաէ ցնահատականի մաս|ւհ

Դիցուք у = Р(Х) անընդհատ, 
ցիա է, որր puji/ujpujpfti մ է

)-irt մ մոն ո տ րրՆ աէէորյ '1Ո114 ֆունկ-

р(0) = 0, Пшл-е =0 (я = 0, 1, 2, . . . )
սլսյլմաններին 3 ’եչանակենք Х = (](у)^п// p (X) ֆունկցիային հակադարձ
ֆունկցիան, րի համ ար llm?(y) = 4-«c, M л աստիճանի հան-
րահա չվական բազմանդամը։

Մ. Մ, Ջրրաչ լանի կողմից տսլացա ցված է հե տևլալ պնդումը'

եթե |РЛ(Л)|sS ер(я>, -оо<х<+ои, և *յ  р(х)х-Мх=+оо, 
կազած վերջավոր |-- /Հ հատվածում տեղի ունի

ասրս ցան-

ո

դն ահասւ ս»

Ներկա հողվածսւ մ Կաստատվէս մ է Մ*  //*.  Ջրրաշլանի հիպոիքեզր ալն մասին • 
ո

արտադրիչը անհնար է փոխարինել ուրիշ դեսլքամ

ավելի դսւնդաղ աճող ֆունկզիսւլով ( խ nt լլա տ րե լի ամբողջ բաղ-
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