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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
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Плоская кон1ак1иая задача для двух 
усеченных клиньев

(Представлено чл-корр. АН .Армянской ССР Б Л. Абрамяном 30/111 1977)

Исследованию напряженного состояния клиновидных областей пос­
вящены работы И1՜՜5) и др.). В большинстве из них, в основном, оп­
ределяется порядок особенностей напряжений в одной угловой точ­
ке. 11

В данной работе приводится решение для первой основной 
плоской задачи теории упругости для составной Х-образной об­
ласти, образованной соединением двух усеченных клиньев из 
различных материалов (рис. 1) с двумя угловыми точками О։ и О2, 
в которых определяются особенности напряжений.

Рис. 1

Пусть будут упругими постоянными материала в верхней 
части рассматриваемой области, а £‘|, 'а —в нижней части. На линии 
контакта двух материалов О2О2 между материалами существует пол­
ное сцепление. Внешняя нагрузка задается на кромках клиньев на­
пряжениями.
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При решении задачи будем пользоваться полярной системой ко­
ординат. В этой системе бнгармоннческую функцию Эйри можно 
представить в виде интеграла Меллнна.

Ф($, р (г, 9)г՝-2(1г, (I)
>

где ^.-прямая, параллельная мнимой оси $=с+(у, 
При этом функция Ф($, ?) удовлетворяет уравнению

£-1<с<0. I

Ф” + 1)Ф -($*— 1ГФ = 0. (9)

Введем в рассмотрение две системы полярных координат г։^։ и г։г։ 
с центрами соответственно в точках О1 и О։. Решение поставленной 
задачи ищем в виде суммы двух .местных решений*, т. е. в виде

2 2

л-1 Л-1 .1
^Л

г'„ (3)

?! = ?!. ?։=?»—г-
При этом напряжения ой*), ■։<.*’ и деформации е<г”>, е£։, е‘՞' 

отнесенные к полярной системе г„, ?„ выражаются через функцию Л 
формулами.

.... -> । , 1<,(г- - Г + 

՛ п п п ' п

Л» дг'„'
(4)

•/? V Л»
л X ■ п ‘П

=

Л )

ди[пУ 
дгл

дг)(п 1г

У

*л

//(л)
(3И) _ (5)

' п *

I ди[п*

^л Гп 'л <5*?л л
֊‘;’(гл. ?«)•

Функции Ф„($, <р„) ищем в виде

. . - . I Фл|(5. ?-) в обл. I 
Фл(5, ?л) =

I Фл?($. «л) В обл. II
(б)

Функции Рп (гл, «л) удовлетворяют уравнению А*/—0, следова- 
тельно, функции Фл»(5, ?л) должны удовлетворять уравнению (2). 
поэтому они имеют вид:
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Ф„*($, 4>л ) = A,*COS($ I 4֊ fin* Sill ($ — 1)?Л i СпЧ COS (s+l)<pn 4-

4֊ /Л,»sin ($4-1 )•« • (7)

Здесь при £ = 1 углы ?л изменяются в пределах 0<?1<.бП1
... ?։—-<(), а при Л = 2 пределы будут 0„. ?, . 0, 0<?։—- 0м, при­
чем имеют место следующие неравенства:

0։։—0։։ ”, 0։1 &ц Ь1։ 2՜. (8)

Требуем, чтобы каждая из функции Рп(г„, <р„) удовлетворяла 
на линии контакта О,О։ условиям полного сцепления двух материа­
лов (приравниваются на контакте соответствующие величины напря­
жении о‘">, и перемещения «<">, «<,"», « = 1, 2).

Выполнение этого требования приводит нас к следующим соот­
ношениям между неизвестными функциями А„.($), . . ., £)„»($)

■4„i - Cnj — <4„2 4՜ Спг = ($ 1)՜'(3։Cn2 — 5։СЯ1),

(s riftu4-(s 1 )Dr.i = ($— 1 }ВП2 4՜ (5 i 1)^л2ж^։^Я1—6։Dnj, (9)

где введены обозначения

(п = 1, 2)

Введем новые неизвестные функции Ал,*($), Кя*($)

$($-1)ФЯ»($, 0я») «^„.(s). Gn») = d»r,t(s) (л, Л =1,2) (|0)

Решая совместно системы (9) и (10) выражаем старые неизвестные 
через новые

= а՝(Ар.Л)гЯ4- У ApmQ~m : YpmP~m),

;Д/,(;)/Л»(;) = пЧ^»Л/Д- YpkM^X,nP^Y pmQ;n\ 

Е(^-1)Д₽(Е)(Др*4-Ср»)=аь f (-1)*(Хр.а֊ + Гр.^֊), 
I

tyW-nVFWMl-* £։( ֊ГР*«Д), (11)

(р, k = 1, 2 k 4- т = 3)

Здесь введены следующие обозначения 

аА<«) ='>* И;* 4- Q;,= 45. Лря,«р։+(-1

’ДОМ»Л';. ֊ :‘m p-,= -в»(-i)mMt(v«։P* + ср-₽Л)՛ 

4 V + (֊ 1 )* S* (dpm - ) cos(E — 1 )0,., (12)

֊ (-1)»«. (d„„ - sin (J-1 )6P.,

Pp.(1) = (- 1 )* ъ | (-1cpnt 4- $Д |.
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֊ (֊ I )■ i. К-1ГМ*, - - ,±ft I.
где

•w»
’^(E, Op*) = ։„.(?, Op*) - (- 1)»O* CoS (;-l )9p*=2( | _p =) S|n ;0p> sin Op*.

?Д(6. W = )-(-•!)* 5* sln(; ֊ 1 )0p> = (I ± ;) sin (; + I )GM

4-(I+ «)sin (c l)0p*

■.,,*('Л»)=(1 ±0 cos (5 — 1 )0p*—cos|5(20pe։ 4-Op*)-Op*] + Ecos|56p* 20rm -&p,|

(13)

$Д(«, °/<*)=sln|։(20prt,+Op»)-Op*|±'sin['Op* b20pm -Op*|-(1 ±5)sln(c 1)0p*.

rfp*(5, Op*) = 0; 4- 4( -1 )* '** • sln’SOp* т 4Др*.

Ap*(;, 0p*) = sin’£0p* ;fsin։0p*,

c£(E, — —2(sln։E9p*±«sin։0p*),

«/*(«. Op*) = sin 2EOp* ։sin20p*.

M<) = 4 < {1Др« + *2Д/>1 > + 16 < Д/'1 ~ ®isin։ i0/n ’ ( дп +• г»sln’ ~
- 8г/։| slncO,,, • siruOpj • cos'; (0pl 0^) — ;։ sin 0p։ slnO^cos (0pl — 0p,)|.

Предположим, что внешняя нагрузки на кромках клиньев задана со- 
отно шениями

4я)(гл, вя»)—/я*(г*), 0„»)=£„»(/■„) (Л, д = 1,2). (14)

Тогда удовлетворял граничным условиям (14) используя при этом 
формулы (1), (10), (И) для определения неизвестных функций X,* 
и К„* получим следующую систему сингулярных интегральных урав­
нений:

| + Гр»(«)Л^-гА'рт(;)Л Й4- r^(i)X^lrf'=/’‘(s).
р

(15)

Гп*(5) 4֊ J|A'p»(l)A'^ + -г A'p.4:)A';,*’+ rpm(nA^]d;=g,*(.s)

Lp
(/X, k= 1. 2) (n+p = ^ + Я/=3>

Здесь ядра интегральных уравнений имеют вид

5) =/У(у г1, ; -5՛1 л <«՛(։.«). (7 = 1.2............. 8 > (16>
** 2гМр($)

где в(л, у) —эйлеров интеграл первого рода, а функции /г ^’(;, ъ) оп­

ределяются формулами
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л =’** ч* + < -1 )"՜* * ;н- > со8 <5 -1 )?-• +

+ (-1)^Д5|П(5-1)Ря*,

* # = %+Л֊. - (֊ 1 )-* ?֊* Л1+ ֊ ( - 1 )-*Д соз (5 - 1) <и -

-(-1)"ар*81п (5-1)?л*,

* £’=-«Л + (֊П"-‘?я-А+» + (- 1)т«;^о5(з- 1)?я* -

-(-!)'*+,81п (5-1)?я», (17)

* %=’л. ргт + (-^п-к ?;*<?;„ + (-1 )՞'^ с°8 (з -1 )?„* + 

+ (- 1)"а+т51п (3—1)?»*,

- ( ֊ 1)" ‘ К/*,* - аяк /V + + ( - 1)" а- зш (3 ֊ I )?я* 4֊

4-(-1)"ЛДСОЗ(з-1)?я*.

к Д = ( - I )՞-* ?+/V ֊ 4- а;4м;* Н - 1)՞ ։«п (5 - I Ж* - 

- ( — 1)" аД соз (з — 1)?»»,

* % = ֊(֊ 1)”‘К (^~рт ֊^р;т ֊ ( - 1 )л а-рт з!п (з - 1 )?я։-

( IV"соз(з !)?„*,

* Д = ( ֊ 1 )я-‘ ?л+* Р,1П։ ֊ С՜ 1 >" Ьрп, ։>» 4֊

+ (-1)та* соз(з — 1)?л».

Свободные члены системы (15) выражаются через внешние нагрузки 
следующим образом:

^л*($) = я * ₽л*(Гл )Г՝п(1Гп . (18)
О

В формулах (1՜) рл* = г —|8„*|, функции я*, и Зя\ зависят от аргу­
ментов (5, ря>), а функции /ИД, Рр11, (?Д, аД и зависят от 
аргумента

После решении уравнений (15) контактные напряжения на от- 
резке 0,0, (»։ = ?։ = О, г։4-л, = а) в силу (4) — (6) будут опре- 
делиться по формулам:

֊1 И^(;МД(О+ >>(;)^)] (т֊) ■֊֊.
2-1 “ । гр 3 М’1

Ьр

'•= 1. -тг- Р <а(!) - Ы1)Ь^(։) 1 (^)՜

Гл
(19)
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Здесь верхний индекс показывает, что с, вычисляется или 
верхнем материале (£=1), или же в нижнем (Л=2).

Из (19) и (11) нетрудно получить формулу для вычисления 
качка нормального напряжения •з, на линии контакта.

V,1’—М” = (4 ~ • (20)

Из приведенных формул следует, что несмотря на то. что в 
рассматриваемой задаче входят четыре упругие постоянные £՝։. Ег, 
•>։, перемещения (с точностью до постоянного множителя) и напря­
жения зависят только от двух приведенных упругих постоянных 
Н («).

Интегралы, входящие в (19), легко вычисляются. Например, 
если па границе тела вдали от вершин О։ и Ог действуют сосредо­
точенные силы или моменты, то, как следует из (15) и (19) контакт­
ные напряжения будут выражаться в виде суммы двух степенных 
рядов: 4 .%--֊

~ ~ \ д /; Г I (;р«) 4՜ I ( ----- Г

+ 2 2 (21)
р - ։ и -п

■>

— — р 
р 1 л-0

где суммирование по </ производится по всем ^-корням целых 
функций Др(։), для которых ₽е ;^<0.

Исключением неизвестных ХР*. Хрт, Грл1 система (15) сво­
дится к двум независимым системам интегральных уравнений Фред­
гольма второго рода относительно неизвестных функций Лл», Л'лт, 
К,», Упт 

^п»(5)( 1 +■/<,՛•)+ Уп„^ + Х,-.ХЙ+ Гп,п/.'Д’ +

+ а'лша'А’+ /"*(«) У|7м(г)КД(г. 5)+^Л'<’>+
Д/»

(22)
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Л'лЦ5)/ДНГя*(14-/.Й) + А^/.’Л‘+ 4- ||Хя.(г)л‘й(А «) + Г„Л% +
7»

+ Л'ЯЯ|А'Й I- >'ПтЛ'<Д,1^ = ^.*(5) I Лнг)А ;;՛(?■*) 4 а'/.*Л'^+
/-Л

(//. Л=1; 2, п ■, р=к-^т — 3)

где введены следующие обозначения

»М*)М*)/да = •՝•) (?=>. 2...........«)

А^(-, 5, 5) = ЛД(г, 5) • Л‘Д’(Е. *)+* ‘Г “(г, О *£(:• 5) 4- 

+ *•';”(г. 5) + * л';(г- ') *>՛ «> <23>

Л';Г”(г. 5, ’> +Ч7"(г. 5) *<«($. $) 4֊

+ к 2(г’ =• * 5) + * ’) * Й(«. *)

/ = /(<7), /(1)=3. /<2) = 4, /(3)=1, /(4) = 2. .

Нетрудно показать, что при соблюдении первых двух условий 
(8) уравнения (22) регулярны, свободные члены ограничены по мо­
дулю.

В случае вертикальной геометрической симметрии (0։Л = — &։*) 
система (15) распадается на две независимые системы относительно 
неизвестных Х։*±Л՜։*, К։*+Х։*. При этом если/,* =/.*, Я։л = —8։*. 
то Л’։^ = .\։^, )|4— )Если же /։д= то А։^=
К1*=К։*. В обоих случаях в системе (15) остаются только четыре 
уравнения.

Случай одинаковых материалов получается из общих формул 
путем предельного перехода, когда 5։ = 5։-*ею. При этом выражения 
(16) и (17) сильно упрощаются (1։).

При о։«4(1 4- •'։)“’, ^։ = 0, (£։ = »э) получается случай одного 
материала, когда на отрезке О,О։ заданы нулевые перемещения. При 
этом = Ь=0, поэтому задача сводится к решению
четырех сингулярных интегральных уравнений относительно неиз­
вестных Л'я1 и (л = 1, 2). Для этого случая суммирование по ин­
дексу q в формулах (21) производится по корням соответствующего 
трансцендентного уравнения «/,,։(«, 0р,) — 0 (₽еВ<0).
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В некоторых частных случаях систему (15) можно решать точ­
но при помощи интегральных преобразований Фурье (’• *’).

Отметим, что систему (15) можно привести к решении! беско­
нечных систем алгебраических уравнений путем представления неиз­
вестных функций в виде рядов Дирихле (|։) или суммы простых 
дробей.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ա. 11. ՐԱՐԼՈՅԱՆ
Երկու հատած uLii|br|i հա rp կոնտակտաւ|ւն |иГи]|н*р

Դիտարկվում / տ ււաձպ ա կ տն ու ք/յան տեսա ք/յան *ար[1 կ ււն տ ա կ տ ա յին 
խնպիրր երկու տարրեր ն յո։}! երից րապկա ցած հատած սեպերի համար, երր 
սեպերի կոնտակտից պուրս եպրերամ տրված են յարա մներրւ են}1 ապրվում /. 
որ կոնտակտի պծի ե ր կ ա ր ււ ւ [/ յա մ ր մ արմ ինն երր լրիվ հարակցված են է

Խնպրի րսծոէմր ներկայացված Լ որպես երկո։ տեպակտն յա ծումների ղու- 
մար, որոնցից յարարանչյո»րր փնտրվում է Մեյինի ինտեպրայների տեսրով։

I՝ ավարարեյով եպրա յին և կոնտակտի պ ա յմանն ե ր ին , անհայտ ֆունկ­
ցիաների համար ստ ացվեյ են "կպրոէմ սինպոպ յար ինտեպրալ հավ ասարում - 
ների սիստեմ, որր հետապայոէմ րերվում Լ Ֆրեպհոյմի երկրորպ սեոի ոե ցուլյար 
ինտեպրայ հավասարումների սիստեմի։

Կոնտակտային լարումների համար ստացվել են անջատվ ած եպակիու- 
}/ յոլններով րանաձևեր: Դիտարկված են մի րանի մասնավոր պեպրեր։
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