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В работе описываются однородные пространства О/и полупрос- 
тих комплексных групп Ли О со связной комплексной стационарной 
подгруппой и, имеющие два конца в смысле Фрейденталя. Это 
условие равносильно тому, что О/и гомеоморфно К/ R, где А'аО 
А СС/— максимальные компактные подгруппы (1). В случае, когда 
и — алгебраическая подгруппа, задача описания таких подгрупп 
была решена Д. Н. Ахиезером (։).

Будем обозначать связные группы Ли заглавными, а алгебры 
Ли — соответствующими малыми латинскими буквами.

Пусть ц — полупростая комплексная алгебра Ли. Подалгебра 
р<^ называется параболической, если она содержит максимальную 
разрешимую подалгебру. Хорошо известно, что параболические 
подалгебры в g сопряжены стандартным параболическим подалгеб­
рам, которые строятся следующим образом: пусть Лс&'— подалгеб­
ра Картана, 2 —система корней, — корневые подпространства н 
- — система простых корней. Тогда стандартная параболическая 
подалгебра р определяется подмножеством Г с՜ н имеет вид 
/;=5г4-сг+«г. где Хг — полупростая подалгебра. $г 4-й՜ — редуктнвная 
подалгебра, а Яг— нильпотентный радикал в/>, причем «г = 2й֊*, г

где 2+ — система положительных корней, не выражающихся через 
Г, Сг= |л£й|։(х)=о («€Г>|. 5г порождается подпространствами б*, 
где а выражаются через Г. Соответствующие подгруппы в полупрос­
той группе О также называются параболическими. Через е. будет в 
дальнейшем обозначать некоторый ненулевой вектор из к*.

Пусть и — алгебраическая подгруппа в О.
Тогда:

1) в/и компактно тогда и только тогда, когда и— параболи­
ческая подгруппа (’).

2) О/С/ имеет два конца тогда и только тогда, когда С содер- 
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жится в некоторой параболической подгруппе РСО причем £/=Кег/, 
где у:Р-֊С* — нетривиальный рациональный гомоморфизм (։).

Дадим теперь описание двух классов связных замкнутых ком­
плексных подгрупп ОСО таких, что С7/С7 имеет два конца.

I. Пусть Р —стандартная параболическая подгруппа в О и

p = $i ЬСг Г «I, И)
где Га՜. Выберем в Сг связную замкнутую комплексную подгруппу 
В так, чтобы Сг/В имело два конца. Положим О= $г ВМг. Тогда 
и֊ связная комплексная подгруппа в Р н Р1и~Сс1В имеет два 
конца. Поскольку О/Р компактно, 0/0 имеет два конца (։). Из 
упомянутого выше результата Д. Н. Лхиезера следует, что всякая 
связная алгебраическая подгруппа ОСО такая, что 0/0 имеет два 
конца, сопряжена одной из подгрупп этого класса.

II. Пусть опять р имеет вид (1). Фиксируем з^՜՝- Г, при условии, 
что (’,д)=0 для всех т £ Г. Тогда ։|сг^=0. Пусть Р —связная под­
группа, отвечающая подалгебре /=5г + £ги (*)+лг. Из предыдущего 
пункта 1 ясно, что О/Р имеет два конца, так как Сг/Сги[«) = С* име­
ет два конца. Далее <7 = Сг1,(.; 4֊ абелева подалгебра. Поло­
жим т — ^^- Тогда /=$г 4՜ 9 + причем [<7Л»| С т. Легко дока­

зать, что

|$г. q 4՜ /л|Ст. (2)

Выберем в абелевой подгруппе QCQ такую связную замкнутую 
комплексную подгруппу В, чтобы Q/B было компактно, причем е. £ в 
и положим и = sr 4- b 4- т. Из соотношения (2) следует, что 
|sr, А 4 m|az«. Следовательно, и —подалгебра в g, а b 4֊ т и т — 
идеалы в и. Отсюда следует, что U — Sr ИМ— связная замкнутая 
комплексная подгруппа. .Легко заметить, что F/U днффеоморфно 
компактной группе Q/B. Значит, G/U имеет два конца (։). Из усло­
вия е, “b вытекает, что подгруппа U не есть подгруппа класса 1. 
Подгруппы Вг^Сг и B(^Q, удовлетворяющие требуемым условиям, 
можно описать с помощью следствия сформулированной ниже теоре­
мы 2. Основной наш результат состоит в следующем.

Теорема I. Если U C.G—связная замкнутая комплексная под­
группа и G/U имеет ова конца, то U сопряжена одной из подгрупп 
классов I и II.

Доказательство теоремы I основано на рассмотрении алгебряи- 

ческого замыкания U подгруппы U. Возможны дня случая (*):

1) G/U компактно, U/U имеет два конца. 
А Л

2) G/U имеет два конца, U/U компактно.
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В первом случае U параболична, и легко доказывается, что U

сопряжена подгруппе класса I. Во втором случае к подгруппе U 
можно применить результат Д. II. Ахнезера (*). Из него выводится, 
что U сопряжена или подгруппе класса I, или подгруппе класса II.

Пусть G—связная вещественная абелева группа Ли. Тогда из­
вестно, что G=T V, где TstTn (п—мерный тор) максимальная 
компактная подгруппа, а V ՝ Rm—векторная часть. Пусть exp:g — G 
экспоненциальное отображение. Каждое подпространство «д? опре­
деляет связную абелеву подгруппу П = ехри. Выясним, в каком слу­
чае подгруппа U замкнута, и найдем в этом случае строение фак­
тор-группы G/U. Рассмотрим ограничение exp:f— Г и обозначим 
Г = Кег(ех р|/).

Теорема 2. Для того, чтобы U была замкнута в G, необ­
ходимо и достаточно, чтобы и f] t имела базис, принаОлежащий 
Г. При этом GIUS TI' R4, где p = n — i., q = m -р / dlm«, если 
положить ՛> = dlm(w f) /).

Рассмотрим теперь случаи, когда G—связная комплексная абе­
лева группа Ли, а «—комплексное подпространство в g. Тогда 
U ехрм —связная комплексная абелева подгруппа Ли в G. Разберем 
простейший пример, когда GСт. В этом случае g = Cn*Cm = 
= Сп*т. Из теоремы 2 вытекает

Следствие. Пусть uc.S — Cn т— комплексное поопростран- 
ство. Для того, чтобы U = cxpu была замкнута в С = С*п Ст 
необходимо и достаточно, чтобы и П iRn имело нас) R базис вида 

. ., ֊"'7*. где При этом GlU-T? R4 {как вещест­
венные группы Ди), где р = п-/, q — п -f- 2т ֊(֊/ — 2 dime и.

В заключение приношу благодарность А. Л. Оннщику за внима­
ние к этой работе.
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Հ. 1Г. ԱՈՍՐՈՎՅԱՆbrlpn йш|Г ունենալ ||ոմւ)|լե1ււ fiulduiubn տարւսծօւթյունների duju|»lt
Հոդվածում ուսումնասիրվում են Յէրեյդենտաւի իմաստով երկո, ծայր 

ո,նեցոդ Համասեո տ ա ր ա ժ ո ւ ք) յունն ե րր,
Նկարագրված են G կոմպյեքս կիսապարղ Լիի խմբի բոլոր կապակցված 

կոմպքեքս ստացիոնար Ս ենթախմբերր, որոնց դեպքում G/Ս ՛Համասեռ տա­
րածով յուններն ունեն երկու ծայր նրեյդենտալի իմաստով. Նկարագրված 
են նաև նո,յն պայմանին բավարարոդ բոլոր կապակցված փակ ( ենթա. 
խմբերր, երբ G ֊ն իրական աբելյան և կոմպ/եքս шрЬцшЬ Լիի խումբ Լ,

Л ИТ ЕРАТУРА— ԳՐԱԿԱՆ II !• Р 3 ИМ.

1 /1. Bortl. Lei bouls de» espaces liomogenes de groupcs de Lie, Ann Math. 58 
/Э 3 443—457 (1953) ’ Д. H. Ахисзер. Известия АН СССР. Сер. матем.. 41 30S — 
324 (1977). 1 Л. Борель. Ж. Титс. Редукгнвные группы. .Математика*. II. М 1. 

13 111 (1967).
265


