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МАТЕМАТИКА

Л. X. Меграбян

О мультипликативных представлениях некоторых классов 
регулярных функций в полуплоскости

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 8/У11 1977)

1. В монографии (’) М. М. Джрбашяном были наедены в рас  
смотрение классы .V. ( 1<։<оо) мероморфных функций Р(г) (|?|<1), 
являющихся существенным обобщением класса Неванлинны. Как 
выяснилось позже, эти классы играют важную роль, также, в прило­
жениях (■).

*

**

• В (<) рассматривался оператор (—])•£-•. По этой причине и вызваны несу­
щественные отличия.
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В предыдущей работе (4) автора были получены произведения 
типа Бляшке для элементарных множителей в верхней полуплоскос­
ти, нормированных в бесконечности специальным образом. Эти произ­
ведения являются аналогами произведений (г; г*),  играющих важ­
ную роль в теории классов .

В настоящей заметке приводятся мультипликативные представ­
ления некоторых классов, регулярных в полуплоскости функций, 
аналогичных тем, которые были получены М. М. Джрбашяном в раз­
витой им теории факторизации мероморфных функций в единичном 
круге (*•*).

2. Пусть а—фиксированное положительное число, ЭХ, — класс, 
вообще говоря, комплекснозначных функций /(у) (0 < у <<х>) таких, 

«В
что у,*  ՛/(/4-у)«//<оо для почти всех у. Оператор Вейля О-։ на

множестве ПК, определяется соотношением*

О֊>/(у)=-1- [ /-՛/(/+ у)^_ (1)
Г(») .1 

О
Из определения оператора следует, что. если при некотором 
*(’>0), . то почти всюду на (0, оо)

Нт О“"/(у)^/(у). 
9 -+0



Поэтому естеств.-ино определение оператора I) ’ распространить и 
на значение а = 0, положив

О°/(У) = /(У), (2)

Впредь полагаем, что П *=(>■:  1пй>0|, П։, — |к : Im > > у|,

Пу = р.: 1тХ>у|, р—фиксированное, целое, неотрицательное число. 
Под/(/)(; мы понимаем функцию /(л 4֊/у), которая, как функ­
ция от у принадлежит множеству 50?^. D-Pflp.) означает, что опера­
тор D~P действует по переменной у (Х=л4-/у).

Лемма 1. Пусть функция /(X) регулярна в П+ и принадле­
жит множеству 3Rj>. Тогда функция

fP(>)=D-Pf(h) (3)

также регулярна в П՜.
Пользуясь леммой 1 можно доказать следующее утверждение
Лемма 2. Пусть /(/) регулярна в П и и(>) = Re/(/) при­

надлежит множеству Если ир(х) непрерывна на (—оо, эс), м 
(л*  4֊ 1 )~|///>(л) £ £( — оо, оо), то для любого 'СП справедливы со­
отношения

(р>У (4)

b) /().)-Zc4֊( ,}Ppi (՛ up(')sp(~; ,)dz 
J — W

где с -вещественная постоянная, a

(5)

При p = 0 формулы 
вестные формулы Пуассона,

3. В (‘) было показано,

(։), согласно (2), превращаются в из- 
Шварца для случая полуплоскости.
что функция

(֊W d-

А Цеур֊1։ ехр 2 ( У*՜** ’
I 2k ֊ ip k ).-Re: J (6)

где гр = 2-1[1+(-1)я|, ).£П‘, :еп+.

мр(А)= Re D-P

О

является решением следующей задачи:
Найти такую регулярную в П+ функцию
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;) = ехр ! : J 1 (7)

дли которой выполняются условия

a) log лр(/.; € ЭХр.

b) lim /)_р log |о„(К; L)| = 0.
ItnK *0

Функция ap(i: (р = 0, 1, . . .) (6) является естественным обобще- 

пнем фактора Бляшке -----=■ в полуплоскости П+. В заметке (*),  в
• — '

частности, была доказана следующая теорема о сходимости произве­
дения

*,,('. /*)  = П ар(' \ '*). (8)

Пусть |»»|։- последовательность комплексных чисел в П+, 
удовлетворяющая условию

2(1т>*)* +։<во. (9)
»■ I

Тогда бесконечное произведение (8) равномерно и абсолютно схо­
дится в каждом замкнутом множестве П+(0<у<Ъи) и определяет 
функцию, регулярную в П+, обращающуюся в нуль лишь в точках 
'*  (Л = 1, 2. . . .). Если произведение (8) сходится в П , то пос­
ледовательность удовлетворяет условию (9).

Справедливы, также, следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть бесконечное произведение Ьр(՝1.; / *)  схо­

дится в П*.  Тогда функция

\'р(>-, >*)  = £> 'Чои1М> ;>*)1  (Ю)

является субгармонической в верхней полуплоскости и для любо­
го I £ П справедливо неравенство

V, (>.;/.»)։£ 0.

Теорема 2. Пусть последовательность 
летворяет условию (9)

(П)

|/*1ГсП+  и удов-

V(lrn/*)*’ '<ои.

Тогда для любого у(0<у<Ъи) верно соотношение

I Vp(x + /у; /*  )\дх<Кр, (12)

где Кр~ не зависящая от у константа.
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Тео ре мп 3. Пусть |>*| ։“сП+ и удовлетворяет условию

V (1т > * 
*-1

Тогда

Л"! 1 УР(х + /у; '■> )^х = 0. (13)

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 3 Оля поч­
ти всех х(— ею<^х<оо) имеет место равенство

Нт 1р(х+/у; >*)=0.

4. Пусть функция А(/) мероморфна в верхней полуплоскости. 
11рн помощи леммы 2 доказывается следующая теорема о представ­
лении Л(>) в II; через значения функции на границе х -}- ։у0 
(—оо<х<оь).

Теорема 4. Пусть Е(!)—мероморфная в П функция и |а, |. 
[б. ) — соответственно последовательности ее нулей и полюсов с 
учетом их кратности, причем бесконечно удаленная точка не яв­
ляется точкой сгущений ни для нулей, ни для полюсов. Если 
(оц!/7^) | принадлежит множеству УЯр и для некоторого у0 
(О<уо<ею ) функция Е)-я 105 |77( х + 1у0 )| интегрируема с весом 
(х։+ 1) 1 (—оо<х<Ъо), тогда для любого > справедлива сле­
дующая формула

1од /•՝(' ) = 2 1ор л„(> -։у0; а*  — /у0) - 1 1ок - /у0; Ь. — »у0) 4- 
1гпл,к>ув

4 (-1)Рр\
^(• + /Уо; + (14)О'о)1^՜ т

где ар(>;г) выражается формулой (6), зр(-.-/.) —формулой (*),  с 
вещественная константа.

5. Перейдем к определению классов функций, регулярных в верх­
ней полуплоскости.

Определение 1. Пусть /().) есть регулярная в П+ функция, 
нули которой не сгущаются в бесконечности. Условимся говорить, 
что /(К) принадлежит классу /?р (р = 0, I, . . .) если 1о£|/().)| вхо­
дит в область определения оператора В~р и

О՜**  |ой |/(х֊Му)||*/х  Лр<°«. (У>°) (15)

где Ар—независящая от у константа.
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В частном случае р 0, класс /?0 опре теляетсп как множество 
функций /(*).  регулярных в П1՜, дли которых

* См (•). стр. 134. Там »тот класс был обозначен через /?,и

|1ой1/(л +/у)||</.т<Л’<оо, (у>0) (15)

где Л՜ не зависит от у. Этот класс впервые был введен В. И. Кры­
ловым*  и им же было получено его мультипликативное представле­
ние.

Теорему 2 можно перефразировать следующим образом.

Теорема 2'. Если последовательность р->|,“сП+ и

V (|т ч И+։<оо, (9)

тогда бесконечное произведение Ьр(/; ) (8) принадлежит классу
Пр.
Верно и обратное утверждение. Точнее справедлива следующая 

.'I е м м а 4. Пусть /<֊ПР и |Х> | — последовательность ее нулей. 
Тогда эта последовательность удовлетворяет условию

V ( 1т /» )'+‘<оо. (9')
£

Доказательство основано на применении теоремы 4.
Перейдем к мультипликативному представлению функций класса 

Нр. Имеет место следующая
Теорема 5. Для того, чтобы функция /(>) принадлежала 

классу Пр (р = (\ 1, . . .) необходимо и достаточно, чтобы она 
допускала в верхней полуплоскости представление

/(<) = с Ьр(/.-, /»Дехр (16)
՛ * V

где |с|=1; р* )— последовательность чисел из верхней полуплос­
кости удовлетворяющая условию (9'); &Д(Х; >.*)  — произведение типа 
Бляшке-Джрбашяна

Ьр(щ 1») = Пар().- ).*),

> — Не \р^\

1 / 11гп^ \д*~*>  I 
V ֊ Ке:) I ’ехр 2 

'2Ь-1е

функция $р(л;).) опреде гнется формулой
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С)
а ₽(-)—вещественная функция ограниченного изменения (—оо<т<ао).

В случае /?=0 класс /?0 совпадает с множеством функций /(>) 
представимых в П+ в виде

/(л)=с6(л; /*) ехр ' — 1
I 0 - ֊>֊ ֊41 I (16)

где |с| = 1

*(М*)=П
)• ~' ь

произведение Бляшке, ®С0 —вещественная функция, ограниченного 
изменения на ( — по, по).

Представление (16') было получено В. И. Крыловым (в).
Определение 2. Скажем, что/(л) £ Н, (д = 1, 2,. . .), если 

/(л) регулярна в полуплоскости П и удовлетворяет условиям: «()= 
= Ре/(Х)€^

«,(М>0 (>.£П+), 

где мр(л) =
В случае /> = 0, класс Нл совпадает с классом Герглотца Н ре­

гулярных в П+ функций с неотрицательной реальной частью (см. 
(’■•)). По теореме Герглотца (’••) этот класс совпадает с множеством 
функций, представимых в П+ в виде

— X

(17)

где 1тс = 0, д ՝՝Л), *(•:) —неубываюл-ы на ( — оо, -ю) функ 1ия с конеч­
ным интегралом

— 9

(1Я)

Теорема 6. Класс Н (/>=1, 2, . . .) совпадает с множест­
вом функций /(х), представимых в полуплоскости П+ в виде

/(') = '<*  +
</՛»)

(т—).)**՛  ՝
(19)(-№

где 1п1С = 0, |(х) неубывающая на (—оо. ею) функция с конечным 
интегралом (18).
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Լ. Խ ՄԵՀՐԱԲՅԱՆ
1||ւսա1'ւաւ՝րու|) յունում որոշ ոԼցուլյար ֆունկցիաների ղասերի մուլւոիս||իկատիւ| ներկայացման մասին

Հողվածում ղիտարկվում Լ կիսաՀ արք) ուք) յանում ոեղայյար ֆո ւնկրյիան երի 
րյաս/ւր, որոնք կախված են ղիսկրետ ւղարամետրիրր /X քրյ ղասերր հանղիսա- 
նամ են Հերղյոտցի և Կովղովի Հայտնի ղասերի րնղանրա ցամ րւ

// տացված են այղ ղասերի մ ոպ տ ի սյլի կ ա տ ի վ ն ե ր կ ա յա ց ո ւ մն ե րր ւ
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