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МАТЕМАТИКА

Алгоритм разложения орграфа на орлеса

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Р. А Александрином 20/У1 1977)

В настоящей статье для орграфов рассмотрена задача, аналогич
ная задаче определения наименьшего числа непересекающихся по 
ребрам остовных лесов, на которые можно разложить обыкновенный 
граф О (древесность) (։), н описан алгоритм нахождения некоторого 
такого разложения. В дальнейшем везде будем предполагать, что 
граф О — (Х,и) является 1-орграфом (графом Бержа (2)) без петель, 
это означает, что из одной вершины в другую, отличную от первой, 
может идти не более одной дуги (ориентированного ребра), т. е. 
двуугольники допускаются, по параллельных дуг нет. Вершина х0 
орграфа б называется его корнем, если все цепи, начинающиеся в 
х0, представляют собой пути. Из этого определения следует, что 
связный орграф б с корнем х0 представляет собой ордерево, у кото
рого все дуги направлены от х0; такие ордеревья называются расту
щими (г). Орлесом будем называть орграф, у которого каждая ком
понента связности есть растущее ордерево.

Рассмотрена следующая задача: определить наименьшее число 
непересекающихся по ребрам остовных орлесов (ордревность), на 
которые можно разложить граф Бержа без петель, и найти некото
рое такое разложение. Ордревесность графа б обозначим через </(б). 
Разложение £։, /.։.......... /-</(»> графа б на орлесов назовем оп
тимальным. Пусть 5(б) = шах 5а(х), где $6(.г) - полустепень захода 

вершины х. Ниже опишем алгоритм получения некоторого разложе
ния графа б на не более чем о(б) Ь1 орлесов, откуда будет следо
вать следующая оценка 6(6) г/(б)-^6(б) 4֊ 1. Понятия базы вершин, 
бнкомпоненты, базовой бикомпоненты и др., встречающиеся в алго
ритме, можно найти в (’).

Алгоритм разложения. Пусть задан 6 = (Х, 6) — граф 
Бержа б։ = б.

1. Находим базовые бнкомпоненты В*, В',............ В** графа б*
(алгоритм нахождения базовых бикомпонент можно найти в (2).



2. Выбираем произвольные вершины />* н /?*, /=1, 2, . . е>,
ясно, что множество вершин /?*=(£*, Ь\, . . Ь**\ будет базой вер

шин для граф;։ (7*.
3. Принимая вершины Ь*, Ь$, . . ., Ь* за корни растущих де

ревьев. строим остовный орлее £* = {7՜*, 7՜*, . . ., Г* | в графе О* 

так, чтобы растущее ордерево Г*, 7-Се», содержало все дуги (6»,х), 
длях(Т6*Г)В*. Очевидно, что £» будет содержать |О* | — е* дуг.

4. Строим О'*+1=О*х£*. Если 6*+1 — пустой граф (содержит 
только изолированные вершины), то работа алгоритма закончена, ес
ли нет то переходим к 1-му пункту, вместо А взяв 44֊ 1.

После окончания работы алгоритма получим разложение 
1Л. Ц...........Аг1-

Теорема. Количество тагов г описанного алгоритма разло
жения не превосходит 5(0)4֊ 1-
Для доказательства теоремы покажем, что если некоторая вершина 
Ьт является корнем в разложении |£։, £։...........£г| больше одного
раза, т. е. если Ьт является корнем в £/ и £у, 7<у, то полустепень 
захода вершины Ьт в графе О;, ^~^(/?т) = 0. Действительно, после 

7-го шага алгоритма вершина Ьт будет принадлежать некоторой ба
зовой бнкомпоненте в графе Оу тогда и только тогда, когда эта би
компонента состоит только из вершины Ьт, следовательно з° (Ьт)=0 

Отсюда уже следует доказательство теоремы, так как если после 
(5(0)4-1)-го шага алгоритма граф Сцоцг будет содержать дуги, ска
жем (х, у), то в силу з~ ,(у)¥=0, вершина у была корнем в раз- 

ложении |£։, ...........£цо։+։} не более одного раза, следовательно,
на каждом шаге алгоритма Л=1, 2, . . ., (может быть кроме одного) 
полустепень захода вершины у уменьшилась на единицу, значит 
Зо1(, , 2(У)=0- Так как у —произвольная, то отсюда следует: Оцо>+։ 
является пустым графом. Теорема доказана. Из этой теоремы сле
дует оценка для ордревесности

Следствие

3(0)<4/(0)<г(0)4- 1-
Порядок описанного алгоритма разложения равен (5(0)4՜ П ՝ п>՝ 

где л։— число вершин графа О.
Описанный алгоритм не всегда дает оптимальное разложение, 

однако, кажется можно получить оптимальное разложение, заменив 
только пункт 2 алгоритма на следующий пункт.

2'. Выберем вершины 7=1, 2...........е* таким образом,
чтобы Г-’6* = т1п Г;1.

Это утверждение пока не доказано.
Очевидно, что алгоритм разложения, в котором вместо пункта 

2 взят 2', дает разложение, содержащее 8(0) 4- 1 орлесов тогда и 
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только тогда, когда хотя бы одна вершина с полустепенью захода 8(0) 
будет выбрана корнем в каком-нибудь орлесе данного разложения. В 
остальных случаях алгоритм дает разложение на 6(0) орлесов. Верши
на с полустепеныо захода 8(0) в графе С/ на некотором шаге $+1 
(Л=0, I, , . алгоритма будет выбрана корнем только тогда, когда 
после работы А-го шага алгоритма возникает базовая бикомпонента, 
полустепенн захода всех вершин которой равны 8(0)—А=£0. Весь 
вопрос в том, сколько орлесов содержит оптимальное разложение 
таких графов: 8(0) или 8(0) + 1, т. е. т/(0)=6(0) или т/(0)=6(0)1. 
Если удасться доказать, что для таких графов т/(0)=6(0) : I, то ал
горитм всегда дает оптимальное решение.
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Ա. Դ. ւրԱՐԿՈՍՅԱՆ, Ս. Ь. ՄԱՐԿՈՍՏԱՆ

Օրդրաֆր օրանտւսոնհրի ւ| եր|ուծ մ ան ալդորիթմ
Հոդվածում նկա րա դրված Լ ալդորիքքմ տրված օրդրաֆր մինիմալ քանա

կով օր ան տառն երի տրոհման համարւ ենչպես հայտնի Լ նման խնդիր սովո

րական գրաֆների համար լուծված Լ Նեշ-Վիլյա մ ս ի կողմիդ (' )։ Օրանտարլ- 

ներր կազմված են աճող ծառերից։ 1)թե %((})• ով նշանակենք մտնող աղեղ

ների մ աքսիմ ալ լոկալ կիսաստիևանր (} ՜ գրաֆում, աս/ա նկարագրված ալ֊ 
դորիթ մ ից հ ե տևում (, որ մինիմալ քանակով օրանտառների քան ակր, որոն

ցով տրոհվում ( օրդրաֆր, չի գերազանցում Հ((7) + Խ ներված ալգորիթմի 
մամանակ կատարվող գործողությունների կարգր Ոձ, որտեղ Ո-ր տրված 0
գրաֆի գագաթների քանակն Լ։
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