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Об одной периодической задаче контактного взаимодействия 
стрингеров с упругой бесконечной пластиной, расслабленной трещинами

(Представлено академиком АП Армянской ССР II. X Арутюняном 30/У1 1977)

Рассматривается периодическая контактная задача о взаимо
действии тонкостенных элементов в виде стрингеров с упругой бес
конечной пластиной, которая расслаблена периодической системой 
трещин, расположенных на одной линии. Но исследованию указанно
го вопроса имеется довольно большое число работ, о которых упо
минается в (1՜4).

I. Пусть упругий лист в виде тонкой упругой пластины рас
слаблен периодической системой трещин вдоль отрезков [2/г£ -/, 
2лА | /| (/1=0, Ь1» ±2, • • •) оси Оу. а по конечным отрезкам 
|—о. а] линий у = 2//Л±А (£<£, л=0, ±1. 2, . . .) усилен упру
гими стрингерами прямоугольного поперечного сечения с малой ве
личиной площади, имеющей толщину А и ширину Па берегах тре
щины действует симметричное нормальное давление -х(0. у)=/(у). 
Сама пластина на бесконечности растягивается но направлению оси 
Ох равномерно распределенными усилиями интенсивности р0, а на 
обоих концах накладок действуют растягивающие сосредоточенные 
силы Р (на рис. 1 показан одни период, когда л=0).

Рис. 1

При известных предположениях относительно стрингеров 
сводящихся в основном к тому, что они находятся в одноосном нап-
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ряженном состоянии, требуется определить закон распределения тан
генциальных контактных напряжений под стрингерами, а также 
коэффициенты интенсивности нормальных напряжений на концах тре
щин. д

Чтобы решение поставленной контактной задачи свести к реше
нию определенного функционального уравнения, обратимся сначала к 
построению соответствующей функции влияния. С этой целью пред
варительно рассмотрим следующие две вспомогательные задачи, в 
которых компоненты смещений и напряжений обозначим верхними 
индексами .1“ и .2“ соответственно.

Задача 1. В точках — ±5±г‘т)-|-/2лА (п=0, ±1, ±2, . . .) бес
конечной пластины, отнесенной к плоскости комплексной переменной 
- = .\- Н’у, приложены растягивающие сосредоточенные силы вели
чины р, направленные по осн Ох, а на бесконечности пластина рас
тягивается равномерно распределенными напряжениями интенсивности 
Ро по направлению той же оси Ох. Требуется определить компоненты 
напряжений и смещений.

Задача 2. Построить решение смешанной граничной периоди
ческой задачи для полуплоскости х^О, на границе которой имеют 
место следующие условия:

(0, у) - /,(у ) при 2п£-/<у <2л£ 4-/

(« = 0, ±1, ±2, . . .)

и(24О, у) = 0 при 2л£-ф/:;;|уК(2л+1)£

-'/>(0. У)=О. (—оо<у<оо) (1.1)
4

при л—ос напряжения исчезают, а функция

/։(у)-֊аб>(0, у)Ч/(у), (1.2)

где /(у)—заданная нагрузка, а ай>(0, у) — определяется из решения 
задачи 1.

Используя известное разложение функции <А%г на простейшие 
дроби, получаем решение задачи 1 в виде формул (*)

?։(г)=у1п^ + ^г, Мг)=֊*Ъ(г) + <?1'И|+> + Л*<֊>|1 (1.3)
л՝՜' 4

=р12-( !-}-•/). х = (3—.)/(!+>).
2с + г

= • с) 4- 81п։ц, -д—- 5112/ (г + о.
О

где ?;(г)=Ф։(г), ?1(г) = Ч։(г) функции Колосова-Мусхелишвили, 
• коэффициент Пуассона материала пластины, а / = г/2/..

Далее из (1.3) получим, что горизонтальные перемещения точек 
пластины на линии у=2л£+ц (л=0, +1, ±2, . . •) будут
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где

о
V). 5, г() = — 1п зЬ(л* ■ Е) 

8Н/ (х - Е)
• х . 1 4՜ *
։. ТЛ 4 ——Р^х.

811 (1.41

Р^х, Е,
Д1+) 

г()=у|п —+ 
Д1->

Д(±) = 8Ь»/.(х±Е) 81П»Ц, Л^(‘'^2/(х±Е)сЫ>(х ± Е) 1 4. 5Ь=/ (аг±с) 
Д<1>

а для <з^։։(0, у) будем иметь формулу

Зо1(0|у)=3и>((), у, Т/) = ).р (1 4-х)зЬ2>-Е

4֊ 2ЛЕ8Ь«2кЕ| (#+>)֊» +(Я'՜’) ։1|4-А> (1.6)

Д<*>==8|п։>(у +т() -|- зЬ’/.Е, у —постоянная Ляме.
Соответствующие комплексные потенциалы в задаче 2 ищем в 

виде (*)

ф։(2) = _ ֊1 Г >Г։(г)=2ф;(г), (1.7)
2-1Л ։у—г

—■I —
где

<;<У) = /,(У1 пР1, о<г|уМ [0(УМу=о 
£։(у) при /<|у|<Л р

1(|+.)в.(х,р)-2л^!^>
| дх

1
8гр

а £։(У) неизвестная периодическая функция с периодом 21. 
Тогда для перемещения и(а,(х, у) будем иметь формулу

У)=/^(х> У» I т?) =

где

д։(х, у)=01(х> у. с. т?)= | 1п |51п։)(у-0 + $М/^10(/)Л.

-4

(1.8)

(1.9)

Удовлетворяя второму граничному условию из (1.1). получим

1п|з1п>.(у - О|б(/)Л = «‘”(0, у) = { ^(՝ ’ /^|у|^£ (110)

-4

Здесь 7,(у) неизвестная периодическая функция, подчиненная усло
виям

</,(/) -</,(֊/) =°. (1.11)

в Е модуль упругости материала пластины.
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Обрата.։ интегральное уравнение (1.10) (5) и используя условии
(1.8) и (1.11), для неизвестных функций <?i(y) и g։(y) находим

LEV cos2>֊y— cos2/Z

i __________________
Г /cos2/Z—cos2>/
I sln>.(/—у)

I _________________

E,<y> ‘ V։ ly7^֊^'/,(0rf>.
r cos2// — cos2>y J sln>.(/ — y)

/<|y|^A (1.12)

Подставляя (1.12) в (1.7), получаем решение задачи 2, которую 
можно рассматривать как задачу для бесконечной пластины с перио
дическими трещинами, когда на берегах трещины заданы нормальные 
напряжения.

(еперь очевидно, что функцию влияния исходной задачи мож
но получить наложением решений задач 1 и 2:

"(х, т„ :, г,) = /?։>(л֊, п, т() + мГО(х. 7(, ;, т(), Х>0 

где и՛" и м'2’ даются соответственно формулами (1.4) и (1.9).
Так как з<.'>(0, у) ограничена вблизи концов трещины, то коэф

фициенты интенсивности напряжений на концах трещины можно 
подсчитать по формуле (1.12). В частном случае, когда —0, этот 
коэффициент будет

/.(1 ф- *)ch>;
/ sh1/; ф- sin1/ /

а если т) = £, то

~;slv; • cos2/ / 
(sh** с 4֊ sin2//)3'1

+/?(/./-)

/.(l+>:)sli*« 
V ch2/E sin1/1

где

-JCh'; • cos2/ /
(ch2/«— sin1//)31

Ф //(/. /•).

/?(/. L) = p0 ]/ ֊tg/Z+2rV
________ I ___________________

- i* V cos2/T — cos2/ / 
/.sin*/ J sin/-(/—/) /(/)<//.

Заметим еще, что при т( = /;о=/ = о и / ֊►£ функции (1.3) и 
(1.7) лают решение задачи, рассмотренной в работе (*).

2. Обращаясь теперь к поставленной выше контактной задаче, 
заметим, что аналогичным путем, как это сделано в работах (’ э), ее 
решение можно привести к решению следующего сингулярного ин- 
тегродифференциального уравнения с ядром Гильберта: 

cth / (5 л) ф clh/ (; ф- л) ф Л'(Е, х) ]?'( ։ )di —
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4Лр( 1 + х) дР £(1
х дх 2х (2.1)

при граничных условиях
а

ч(а)=Р, ?(0) = Р- |
(2.2)

где
К (с. Л) = Л'(А‘, ь. 5, Ь}= -д-^-+ ՛■ Н) —

кх дх к дх
а

?(Х) = Р — I ?(3)(/з, ?'(-') = '(*), >* = ֊ ՛^' Г֊ 
Л ШЕ,*X

-(л)—неизвестные контактные напряжении под стрингерами, Е5—мо
дуль упругости материала стрингеров, Р՝ — дается формулой (15), а 

р=и™(х, Ь) при /7=0

Р2=и&(х, 0) при /у0=/=0.

Отметим, что первый интеграл в (2.1) следует понимать в смыс
ле главного значения по Коши.

Относительно решения уравнения (2.1) заметим следующее. Ес
ли Ь<^1, то функция <?'(х) должна иметь особенности на обоих кон
цах отрезка интегрирования, притом она имеет традиционную особен
ность в виде квадратичного корня при х — а, а при х = 0 порядок 
се особенности меньше 1/2. В указанном случае решения уравнения 
(2.1) обычно строят численными методами.

Если же то решение уравнения (2.1) при граничных усло
виях (2.2) можно представить в виде ряда

1?'(х) =
с1п х/2( сЬ2)-а — с!12' Х ) Г'о

Х„ 7։п+։(1н^71Ь' ц), (2.3)

где |ЛЯ|" 0 неизвестные коэффициенты, а Г,л^։(х) (л = 0, 1,2,.. ■) 
многочлены Чебышева первого рода нечетного индекса.

Подставляя (2.3) в (2.1) и используя функциональную завнси-

(Л=0, 1, 2, . . .)
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непосредственно вытекающую из известного интегрального соотно* 
шения |7. формула—7 ■ 34-4) (С/ц(х)—многочлены Чебышева второго 
рода), для определения неизвестных коэффициентов получаем 
квази вполне регулярную (ь’) бесконечную систему линейных урав
нений

(т=0, 1. 2, . . .)

----  От,пФт.л л»,л»

1 ճ։էհ>.0 с!х
и

7Լ>ո+ւ(էհ/.Խէ1հԽ)^ 
с!нЕ • х(*, а)

Ս■Խ էհ ' а ।’ տ1ո/ ■ տյո(2/ո4֊1)< • տ!ո(2/< 4՜ 1X
-։(2п 4-1) յ 1 —էհ2/.« • օօտ*ք

о

, >р _ ւԼԼճձ _ 4£^( 1 4 х) дР
2х х дх

и?т - </х.

/(X, а) = /2(с!12'а—сЬ2лх).

Подставляя |,¥„|~ в (2.3), получаем распределение контактных 
напряжении под стрингерами, а по формуле (1.12) можно определить 
коэффициенты интенсивности напряжений на концах трещины.

В заключение автор благодарит С. М. Мхитаряна за внимание к 
работе и ценные советы.
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Կ. Լ. ԱՂՕԱՆ
ճաքերով թուլացված անվեր* աոաձդական սայի և վերադիրների 
կոնտակտային փոխազդեցության պարբերական մի խնդրի մասին

Աշխ ատան բում ուսումնասիրվում Լ առաձգական վերագիրն երի և առաձ
գական անվերջ սալի կոնտակտային էի ս խա զգե զ ո ւ թ յան սյ ա ր ր ե յւա կ ան խըն- 
գիբբ» երբ սայր թ ուլա ցված է մի գծի վրա գտնվող և վերադիրների նկատ
մամբ սիմետրիկ գ ա ս ավորվտծ ճարերով։

Ենթադրելով, որ վերագիրներր գտնվում են միաոտնցր լարված ային 
վիճակում, խնգյւի լուծումր րերվամ Լ անհայտ կոնտակտային քայւումն տր- 
տահայտող ֆունկցիայի նկտտմ ամ ր Հիլրերտի կորիզով սին գոէլյայւ ինտեգ- 
րա - գիֆերենցիաւ հավասարման։

Այգ հավասարմ ան [Ուծումր վւնտյւվ Ոէմ է Չեբիշևի աոաջին սեռի բազ
մանգամներով շարյւի տեսբով» Շարրի անհայտ գործակիցների որ՛ոշման
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