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Термоупругая устойчивость прямоугольной 
пластинки с круговым включением

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР О М Сапонджяном 9/1У 1977)

Рассматривается задача термоупругой устойчивости составной 
прямоугольной пластинки с круговым включением радиуса /?, 

Предполагается, что пластинка и включение имеют одинаковые 
упругие и различные теплофизическне характеристики материалов и 
соединены между собой при некоторой начальной температуре. На
чальные напряжения и деформации в пластинке отсутствуют. Плас
тинка подвергается равномерному нагреву.

Составную неизогнутую пластинку с толщиной 2/1 отнесем к де
картовой системе координат (х, у, г), совмещая плоскость (х, у) со 
срединной плоскостью пластинки. Используется также полярная сис
тема координат (г, ф) с полюсом в центре кругового включения 
(рис. 1).

Рассматриваемая задача термоустойчивое™ приводится к инте
грированию следующих дифференциальных уравнений (*).
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△ Аф/ = 0 /-=1,2

рдЛа,.- + у
дх2 * ду2

о2и< 
дхду

(1.1)

(1.2)

где Ф/—функция напряжений для плоского напряженного состояния 
пластинки. Индекс 7=1 относится к области /■</?, а 7 = 2 — к об
ласти г>/?. и) - прогиб пластинки, £> = 2£й*/3 (1 —»։), Е — модуль 
упругости, V — коэффициент Пуассона, Д—двумерный оператор Лап- 
ласса.

д*Ф

<>У
"у=

д*Ф
дх2'

а»Ф
дхду'

Ф։, г</?
Ф., г>7?

(I -3)^ху------ Ф =

Зависимости между термоупругимн усилиями и деформациями 
в полярной системе имеют вид (’):

ЛДО= (И')-1֊,еЦ0 - -^֊ Л7“», 
՛ ! — ** 1 — » т

= —.(«Г’+Ч0)--֊
1 — V1 I — V

Л"'» (1.4)

У('.= 2£й (I)

Здесь а/ — коэффициенты линейного теплового расширения, 
Л'т = 2ЛГ.

Деформации и перемещения срединной плоскости пластинки 
связаны формулами:

еи>
<?«</*

~ дг
ди^> 
~дЬ~'

(1.5)

1 дм1'* дм!'* и<о
чДП ТЕ --- Г--- ,
՛'• г дг г

Усилия выражаются через функции напряжений следующим об
разом:

Л/<;>- - — (— — \ (1.6)
' г дг Г2 д(12 ’ • дг2 ՛ ՛ дг \ г дО)

На поверхности раздела г = /? должны выполняться условия 
непрерывности усилий и перемещений (։) 

лг/ч = уу(։>. лл;» = л(;’՝

при г = И (1՜)

/^1»==Н<2,։

Рассматривается два случая условий
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а) ^=«<;>=О

Л’”' = //‘3> = о •ГУ У
б) М’» = „Р) = о 

л у л

М3> = ЛД2) = о *

при Л = Ч 

при у = Ь 

при х—+а 

при У = ±

(1.8)

(1.9)

Поставленная задача термоустойчивости пластинки решается в 
двух этапах. Вначале определяются функции напряжений Ф/(/=1,2) 
при контактных условиях (1.7) и при граничных условиях (1.8) или 
(1.9). В последующем определяется критическая температура нагре
ва пластинки, при которой наступает потеря устойчивости.

2. Решение уравнений (1.1) представим в виде

Ф/ = Фо+^л (2.1)
Здесь А/ —частные решения уравнений (1.1), удовлетворяющие 

контактным условиям (1.7). Бигармоническая функция Фо на основа
нии (1.8), (1.9) и (2.1) должна удовлетворять следующим граничным 
условиям:

в случае а)
^ф0 = <?/•;

дхду дх ду
ы|3>= О

(2.2>

п ри х = + а

------ <>-0
дхду дхду

в случае б)

в?,_о
дхду дхду

при у = Ь

при х = + а

(2.3)
<АФ0 д»А. <АФ0 <АА.
—=--------- - ■ =---------֊ при у
дхду дхду дх1 дх'

Частные решения бигармонических уравнений (1.1) представим 
в виде (*)

/\ = С, + С,1п (2.4)
/ к

которые в силу (1.4) —(1.7) должны удовлетворять условиям (*)
АЛ

= ^1=^. А'^А' + М, А, -—, при г—R (2.5)

Здесь штрих означает производную по г, Л/ = 2А//7'(а,— а։).
Удовлетворяя условиям (2.5), для А,, Г։ получаем выражения

(2.6)
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В декартовой системе координат для усилий имеем следующие 
выражения:

-Ч1։ = Л^ = у, Л/п;-о (2.7)

ЛД») = — Л/1’1 = ** — ? д/<2>= Мфху
* 2 (*■+/)*’ гу (л»+у։)»

Перемещения определяются ио формулам:

= ֊- ( ( у՜֊ “ * -уМ + ’М'Г + Л/У Ьь
2Ыг \ 3 ду- дх /

(2.9)
... 1 / С а «*ф, \ . т«у = ТГ ( ТТ ~ 7 Т—) + а*Уг + а(х + с«-

2Ек \ J дх* ду /

Рассмотрим симметричную составную пластинку, когда центры 
прямоугольника и включения совпадают.

Имеем условия симметрии:

«д(0, у) = иу(х, 0) = иху(0. у) = Нху(х, 0) =0. (2.10)
Граничные условия (2.2) и (2.3) для рассматриваемой пластинки 

на основании (2.8), (2.9) преобразуются к виду

в случае а)

сДФ0 Л/а/?։у
дхду х-а (а’+уУ՝

</Ф0 МЬфх
дхду у_» (л’+^Т՛

^чх-^У
ду* дх /х_«

дх։ ду /у-ь

, (1 +»)Ма/?г
' 2(а’ + у*) '

= —2ЕМ><ьТ +
(1+>)

в случае 6)
«^Фр Л?а/?ау

дхду г_„ (а’-ЬУ*)*'
(^Фр _ МЬК*х

дхду ,-ь —(х»4-^)»’

дх-^У =-2ЕИа^Т + 
дХ / я—а 2(и«-|-у>) ’

(2.13)

дх* у.ь 2 (-V» + *։)։
Имея в виду симметричность задачи, функцию 

виде:

Фо представим в

ф = ^1. л« 4. V» 1֊ V Д * С11 а» у + о* а* у $1։ а* у) С08 а* X ф-

2 2

+ 5 (£»сЬр»л + /йР*х8М*х)со։М- (214)
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Удовлетворяя граничным условиям (2.12), (2.13), для неопреде
ленных коэффициентов а|։ а։, Д*. О», £"», /У» получим выражения: 

при граничных условиях а)

А< = Л/ 2л* - |( 1-Н)а» — ](1 + 6а,с(11 а, 6)
2»? $ И а* Ь

(1 т у)а> — ^аСа 
з!1 ։* Ь

Нк = М (Ц֊^*֊И
2^31։ ₽*«

2Ла— |(1 + >)6* — 3*</* |(1+р*ас1Ь?*а)
2?’ 511 а£'* = Л1

а. R* / а . Ь \ I 
-----------— ( 8ГС1И — + V агс!₽ — ) , 
а,— а, 2а Ь \ Ь а /1

Л / I а, R2 / Ь а
=։ =------7-----------— ( аге 1е — 4֊ > агс!и —

*— 1 I о։—а, 2аЬ \ а Ь

при граничных условиях б)

ц _ „ 1?* (а* & СЬ а» £ + 811 а, 6) — ак^„Ь з!1 а» Ь
* Ь -Ь 811 а» Ь СИ а» Ь)

I) = И а*сЬэ*6 Я» 5113,6 (1-1 <)6»
а|(а,6 ± 811а,6с11а»6) ’ * 2^ 811?» а ՛

с. = м |(1-Н)6» — ^„(1к |(14-^асП1 М) 
2^511^ а ’

м [ 2 (-1)₽М
2 | п* + *г а ]’

,։=_;И1 _2а_ + Л[_^_ + Л V
I а,—а, 2 а»4-6» а

(14 '№* 
2аЬ

агс!к— . 
ч

Здесь приняты обозначения:

X 81п а, хдх 
(х*4-б’)։

ь
2*։ 11 1՜ У 5|П

Ь 3 (а։ + у»)»' 
и
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“Н >1 2/>р +

3. Подставляя найденные значения усилий Л\, А\. Л/Ху н урав
нение устойчивости (1.2), получаем дифференциальное уравнение с 
переменными коэффициентами:

. с**Ф , д*Ф д2и< _ с*2Ф дгт 
---- -------------- 1-------------------- 2-------- • ------- . 

с*у* дхг дх* ду* дхду дхду
(3.1)

В случае шарнирно-опертой по всему контуру пластинки име
ем граничные условия

Мг֊ ±о
и2 и՝ 
дх2 х- • а

= 0.
<7* и՛ 
ду2 у— ± &

= 0. (3.2)

г Для отыскания да воспользуемся методом Бубнова—Галеркипа. 
С этой целью изогнутую поверхность пластинки представим в виде

а’ = да0со5)шхсоэрпу. (3.3)
где

_ тт _ пт.
~2а՜’ *п~2Ь (тп, п= I, 3, 5 ...)

Представление (3.3) удовлетворяет граничным условиям шар
нирного опирания.
I Подставляя (3.3) в уравнение (3.1), при помощи метода Бубно
ва—Галеркина найдем критическую температуру, при которой плас
тинка теряет устойчивость.

при граничных условиях а)
I А>_____ .
I 1 3(1֊|֊*) (1 + '2|А/ЛН

При граничных условиях 6)
I А* (>֊’ + н;)։
I ₽ 3^(1->’) (1 - Р™)’. Ь ^тп

где введены обозначения:

(3.4)

(3.5)

1^тп 2) агс«£ — + (^гт -I- ^)агс1? 4֊
а о

— V

2՜ Ья тп
? т

ртп 2а Ь/2 ГП

Ь 
а

п

п1։л м/л(5*’ ^ тЬ — 1А' т) — ^11* 2' тЬ

2>т 4>п1> 1-511 ить
тп (3.6)
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R re в
+ (4, + и;) I cos*/mxcosV„ydxdy, 

0 6

R'Cl? _м2)(Л1—yl) Ъ1>т?п*У
fmn= ------7.Л ° ,,n* ' COS«)-WXСО^РдУ - . , • Sln2)-Wxcos 2y„y.

В частности, когда ։։ = а.=а или /?=0 из формулы (3.4) и (3.5) 
имеем: 

а) Лр —
А*(Ч + Н2Я) .
За(1+*) ’ б)

'Wm + И2) 
к₽՜ 3^(1֊*’) ’ (3.7)

которые совпадают с результатами, полученными в работе (1).
Наибольший интерес представляют те значения т и л, при ко

торых критическая температура (3.4) или (3.5) принимает минималь
ное значение. Эти значения могут быть определены из следующей 
системы уравнений

£21г_=0, -^£. = 0. (3.8)
дт дп

В общем случае система (3.8) может быть решена численным 
методом. В случае квадратной пластинки исследование показывает, 
что критическая температура достигает минимального значения при 
т — л—I.

На основании (3.4) проведен численный анализ критической 
температуры в зависимости от отношения /?/л в случае а = Ь, 
= 0,3. • Хе

На рис. 2 изображены графики изменения минимальной крити
ческой температуры = 7\р/7др, (Т՝^ = 1։2Л*/6(1֊|-*)։/։*) в зависи
мости от отношения /?/а при фиксированном значении ։։ для различ
ных значений параметра ^ = я1/«։. В частности, значение >) = 0,8 со
ответствует случаю пластинки из сталей ЗОХ или 35Х и включению 
из стали 35ХНЗМ (для сталей ЗОХ и 35Х Е • 10՜* кг/с.«* = 2,0—2,19, 
>=0,24 0,33, а,—асо=13,4 • 10-։. для стали 35X113М Е • 10՜*кг/см?
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Рис. 2

= 2,04—2,11. я։ = аф=10,« • 10 *, (*)) при интервале температур 
20°—Ю0°С. Как видно из рис. 2, критическая температура в за
висимости от отношения возрастает, когда т,<4 и убывает, если 
т£>1. При фиксированном /?/<? критическая температура уменьшается 
с возрастанием параметра ■»?.

Вичнслнтсльнын центр Академии наук Армянской С(.Р 
н Ереванского государственного университета
Е’рсва некий политехнический институт

а. >1. щычинзиъ. в. г. 1гчг83зкь

СгриПшфП СЬг^гшЦн!! пщцшМцп.Г. ишф ;Ьг|ГшпшЦш1|ш6 

1|Ш |1нГннр |1нС|р

^[ишшшЪрпЛ ч!"пш1,1{11пиГ { 2/7ш».ш7/гЬ ЪЬрцрш^ ршцш^ип п^-

ЦшЫцпЛ иш//1 1)Ш]п։Ъп։Р }шЪ /иЪг//<рр1
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Ն յո։թ երի միևնույն ա ո տ ձ դ տ կ ան և տարրեր ջերմային հատկություններ 
ունեցող սայր և ներդրտկր միացված են իրար հետ որոշ սկզբնական ջեր֊ 
մ աստիճանում ւ ^աղադյւյայ սայում սկդրնտկէսն յարա մն ևյւն ու ղեֆորմ ա • 
ղիտներր բազա կւսյոէմ են։ Սայր ենթտրկվ ում Լ Հավասարաչափ տարացմանէ

Սայի ջերմ առաձգական կայո։նոէթյան խնդիրր յուծվ ո։մ Լ երկու փուլով։ 
Ս կղբոէմ համապատասխան ե գրային և կոնտակտային սյայմ անների դե պբում 
յուծվում Լ բաղադրյալ ո» ղդանկյան Հարթ լարվածային վիճակի ջերմառտձ֊ 
դականոէթյան խնդիրր» Հաջորդ փուլում Ս ու բն ով֊Գ ա լյո բկին ի մեթոդով լուծ֊ 
վոէմ Հ սայի ջերմակայունության խնդիբր, երր սայլ։ հ ո դա կ ա սյ ո ր են ամբար֊ 
ված Լ ամբողջ կոն տուր ո վ ։ Ս տարված է անա յիտիկ արտահայտություն ջեր֊ 
մաստիճանի կրիտիկական տտրբերսւթ ւան համար, որի դեսլրում սայր կորրր֊ 
նամ / կայուն ՈէթքՈւնր։
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