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1. Пусть ф( • ) произвольная группа с единичным элементом 1, 
Биективное отображение ?:(? — () называется квазиавтоморфизмом 
группы <?( • ), если для любых х, справедливо равенство

?(х у) = ?х • (?!)-*  • ?у.

Каждый автоморфизм группы, очевидно, является ее квазиавто
морфизмом. В этом случае (и только в этом случае) справедливо ра
венство <р1 = 1. Нетрудно проверить, что множество всех квазиавто- 
морфнзмов заданной группы • ) образует группу. Обозначим ее 
через КЛи<[р( • )]. Группа всех автоморфизмов есть подгруппа в 
группе всех квазиавтоморфизмов.

Правые трансляции (отображения /?а:х—х-д) и левые транс
ляции (отображения Ьа:х-*а  • х) группы являются ее квазиавтомор- 
фнзмами. Соответствие а—Ьа есть вложение группы СД • ) в группу 
АЛм^<2( • )|. Группа ф( • ) при этом вложении становится даже нор
мальным делителем.

Каждый квазнавтоморфизм ? группы (]( • ) можно представить 
в виде 

где а автоморфизм группы Ц( • ) и а£(}. 11нзче говоря подгруппы 
(?( • ) и Дн/|О( • )| совместно порождают группу А'Л«/[(?( • |. По
скольку отображение Аа является автоморфизмом группы • ) тог
да и только тогда, когда а = 1, то подгруппы 0( • ) и Аи1\Ц( ■ )| 
обладают одноэлементным пересечением.

Соотношение
аГ ^л֊1 Լ,Հէ ДЛЯ а£Л///(р( • )|, х£Р

означает, что каждый автоморфизм а группы (?( • ) является суже
нием некоторого внутреннего автоморфизма группы АД«/|С^( • )|. Мы 
пришли к следующему результату.



Те о ре м а 1. Группа квазиавтоморфизмов Л'Лм/|О( • )| яв
ляется полупрямым произведением групп 0( • ) и Аи1|У( • )|, сверх 
того голоморф и группа квазиавтоморфизмов одной и той же 
группы всегда изоморфны.

Можно дать и абстрактное определение понятия квазиавтомор-
физма. Пусть (?( • ) произвольная группа и Аи/|<2( ■ )] есть ее груп
па автоморфизмов. Рассмотрим множество Ф всевозможных упоря
доченных пар (а, а), где ։£Ам/(<Э( • )] и а£(?, умноженные по пра
вилу

(а, а) ■ (։', я') = (аа', м' • а).

Относительно этого умножения множество Ф образует группу, 
изоморфную группе квазиавтоморфизмов КАиЦ()( • )]. В самом деле, 
если <?£КАн1\СЦ • )], то существуют а£Да/|р( • )| и и£Ц такие, что

«р X = ах • а

причем элементы а и а определяются единственным образом. Если 
при этом

э'х — а'х • а\ 
то

(®ф')Х = ®(<р'х) = ?(в'х • а') = 1(а'х • а') • а = ав'х • (аа' ■ а).

Соответствие ©֊■֊(’< а) есть искомый изоморфизм.
2. Следуя (’■),  под автоморфизмом универсальной алгебры*

* Через < обозначается тождественное отображение множества I.

О = <(?; понимаем пару (<р, О) биективных отображений ?:

таких, что отображение Ф сохраняет арность операций и 
для любых |Д| = п и х„ . . хп£(? справедливо равенство

<рИ(х։........ *я)|-ГМ1(?-ч.......... ?*«)•

Аналогичные морфизмы для линейных пространств ранее были 
исследованы под названием полулинейных соответствий (’-*).

Совокупность всех автоморфизмов образует группу Аи1Г). Ав- 

томорфизмы вида (?, е) называются главными,*  их совокупность так
же образует группу, обозначаемую через Аи№й (это есть группа 
обычных автоморфизмов). Группа главных автоморфизмов АиГ^О яв
ляется нормальным делителем в группе всех автоморфизмов Ам/£).

Если

Ан/Р=((<р/, ф/)|/£/, /(/}, 
то

АаГ<։>Ое=|?/|^/| 
И
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также являются группами и называются, соответственно, первой и 
второй группой автоморфизмов алгебры О.

Лемма. Первая группа автоморфизмов изоморфна группе 
всех автоморфизмов. Группа всех автоморфизмов являются рас
ширением группы главных автоморфизмов при помощи второй 
группы автоморфизмов.

Доказательство. Если <р£Аи/։։|О, то существует

такое, что (<р. ^)£АиЮ. Легко заметить, что отображение 1» при этом 

определяется единственным образом. Поэтому соответствие ։?֊*(?<  
определено корректно, оно биективно и сохраняет произведение. Та- 

ким образом Аи^О=АиЮ. Если же (<р, ^)^АиЮ, то соответствие

есть эпиморфизм группы Аир'''И на группу Аи№В с ядром 
Аи/^’О.

Можно показать, что группа всех автоморфизмов каждой сво
бодной алгебры (в рассматриваемой категории универсальных алгебр)
расщепляема как расширение группы главных автоморфизмов. Для
линейных пространств этот факт был замечен Бэром (4). Группа всех 
автоморфизмов каждой булевой алгебры также расщепляема. Группа 
всех автоморфизмов алгебры слов есть полупрямое произведение 
симметрических групп.

Теорема 2. Группа квазиавтоморфизмов Л’Ал^[Р( • )| явля
ется группой всех автоморфизмов некоторой производной алгебры 
группы ()( • ).

Доказательство. Пусть (?( • ) исходная группа. Для любо
го натурального п'^А рассмотрим л-арную производную операцию

Аа(Л'։,

• • ч 1) — ЛТ ’ **2 '

если л=2А —1,

-'•։>-։ ՛ • а • хгц,

если п = 2й, а£ Ц

Обозначим через класс всех л-арных производных операций 
вида Ав, т. е.

2л = Ма|«€<?. 1Л,| = л| 
и вычислим первую группу автоморфизмов производной алгебры 
оп = <С}; 2«>.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что каждым 
квазиавтоморфизм группы ()( • ) содержится в первой группе авто
морфизмов алгебры Оп. Пусть теперь у £ Аи№Пп и п = 2Ь, тогда

?|АД(Х|.......... д‘։»)| = .......... ?*«*)»
Ч>(*1  • -«у1 . , . л2*_|  • х֊‘ • ах2»)=?х։ • (т*»)՜ 1 • . •
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Таким образом,
®(« • л՜?*)  = «а • (®1)-։ • ®л'2*

и поскольку а£<? есть произвольны» элемент, 
физм группы (?(•).

Мы показали, что

то — квазнавтомор-

АиГ"Оп = КАм\()( • )|

и в силу предыдущей леммы

Ли1Оп — Л'Лн^[(?( • )|.

Рассуждения для нечетных п аналогичны. Теорема доказана.
Вычислим теперь группу главных автоморфизмов л-арной алгеб

ры £)л. При этом универсальная алгебра называется л-арной, если 
все ее операции л-арны. В частности 2-арная алгебра называется би
нарной алгеброй, а Ьарная алгебра — унарной алгеброй.

В случае главных автоморфизмов имеем а' —а для любого
а" = эц . = а,

= Лф1,

где с = ®։. Таким образом, группа главных автоморфизмов алгебры 
Оп совпадает с группой всех правых трансляций группы 0( • ). Од
нако, соответствие с-+Цс является антиизоморфизмом групп н поэто
му • )—Аи1<°՝Оп.

Вычислим теперь вторую группу автоморфизмов алгебры Оп.
Для любого имеем

^Аа=Аа-, где а'=<ра • (<р1)-‘

Отображение ՛!» индуцирует биективное отображение Ь опре
деленное по правилу ф(а)=а, являющиеся автоморфизмом группы

—
<?( ■ ). Соответствие т'-*ф  является изоморфизмом группы Аи№Оп на 
группу Ди/|р( • )|. Следовательно в следующей коммутативной диа
грамме все строки и все столбцы точны:

ООО

1 Г 1
• )| М«Г|3( • )|->О

! 1 I
ООО
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Итак, более полная формулировка предыдущей теоремы является 
Теорема 3. Каждое расширение групп вида О-(}-֊Но1Ц— 

— АиК^-О изоморфно некоторому расширению вида О-*АиР՝>'[) — 
-*  АиВ^О —АиРъО -О. Алгебру О при этом можно выбрать произ
вольного типа.

Будем говорить, что расширение групп
О—*Л  —«С -В-*0  (•)

обладает представлением, если существует алгебра I) такая, что рас
ширение (*)  изоморфно расширению групп вида

О-*АиР^О-АиВ"В^АиР ‘1Ю-О

Иначе говоря существуют изоморфизмы А — АиВ°>О, С-гАиР'О и 
& — АиР^О такие, что коммутативна диаграмма:

О д _ с ֊> В - О 
I \ \

О -*  АиР^О—АиР1>О-> АиР*й->О.

Последний результат (теорема 3) означает, что каждое расши
рение групп вида О--С}-*Но1(2--Аи((1--О  обладает представлением.

Обладает ли каждое расширение групп представлением?
Этот вопрос в общем случае остается открытым, однако для 

полупрямого произведения двух групп утвердительный ответ дает сле
дующая

Теорема 4. Каждое расширение групп вида

О -*•  А — АУ\В -*■  В—*О

обладает представлением.
Доказательство последней теоремы мы опускаем, из-за ее гро

моздкости.

' Ереванский государственный университет

ՏՈՒ. 1Г. ւրՈՎԱԻՍՅԱՆ

Աէ|տււմորֆիզմնԼր|> և քվա։լիսւվտոմսրֆ|։զմրւեր|ւ խմբեր
//քձէ Չ( • )

ււարու թրսնր'

խյ քւ/ւ րվաղիավտոմ որֆ իղմ ասելով հա սկան ում են ա լն 
արտապատկերս։ մր. սրր բավարարում է հետե լալ հավա՝

?(•*  • У) = ФЛ' • (ք!)՜1 • ?У
ցանկացած .ՀՀ է լեմենտների համար» որտեղ 1՝ր հանղիսանտ մ է տրված
խմբի միավորրւ 8ա բաբանչլո։ր խմբի Р"1пГ բվաղիավտոմորֆ իղմների 
բազմա թ բււնր կաղմում Լ քւաւմր'.
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Ներկա աշխատ անքհւմ տրվում Լ րվազիավտոմ էէրֆիզմների խմբի տար
բեր ներկայացումներ» Մասնավորապես ամեն մի խմբի րվա գիավտ ոմ որ- 
ֆիգմների խումբր իզոմորֆ է նրա հոքոմորֆին։ Հոդվածում մտցվում ( Նաև 
խմբային րնդչա յնումների ներկայացման գաղափարր և ցույց է տրվում, որ 
Հոյոմորֆր և կիսաուդիղ արտաղրյալր (որպես րնդչայնումներ) օժտված են 
ներկայացումներով»
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