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Настоящая работа посвящается решению смешанной задачи 
плоской теории упругости для области, ограниченной двумя дугами 
пересекающихся окружностей На одной дуге окружности заданы 
граничные условия в напряжениях, а на другой — в перемещениях.

В биполярной координатной системе, при помощи автоморфных 
функций задача приводится к краевой задаче Римана-Гильберта, ко­
торая в свою очередь в общем случае приводится к разрешимой си­
стеме интегральных уравнений Фредгольма второго рода.

Получено уравнение, первый корень которого характеризует по­
ведение напряжений около углоаой точки.

Задачи, относящиеся к однородным и составным луночкам, рас­
сматривались в (* '’) и в других работах. Насколько известно, задачи 
исследуемого типа для круговой луночки ранее не рассматривались.

1. В биполярной координатной системе поперечное сечение ци­
линдрического тела занимает область ?։; —по ։ по) (рис. 1).

Задача решается при помощи функции напряжений Ф(з. ?), ко­
торая удовлетворяет бнгармоннческому уравнению

о' о-
О-.' О2-ОУ О՛/ Օւ1

сЬ։ Ч
где ц =--------СОЯ/

а
Напряжения 

шими формулами

характеризует масштаб преобразования.
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, О*(Д.ГФ)

dad'i ’

u _ 1 / <?(£ф)sh։ ф\ 1 / dfgV) .
2(л 4֊ |a) \ da ch։ 4֊ cos? / 2ji \ d’t

4 _«£?_ e A 
ch։ 4֊ cos? /

1 ( д(£ф) . sin? ф\ 1 ( d(gW) Sh։ ։|.\

2(*֊+h) x ch։ 4- cos? / 2p \ da ch։ 4- cos? /
(1.2)

где / и |1 — коэффициенты Ляме, а Ч‘(», ?) бнгармоническая функ­
ция, связанная с Ф (։, ?) формулой

). 2п п Г / <?’ о1 \
«'•’(։. ?)- ——т I I “ 1 (13)

2(А֊гн) 3 3 Ф /

Па линия ? ?. заданы граничные условии в напряжениях, кото- 
рые равносильны следующим условиям для функции напряжений:

(£Ф(։. = ?!<։): С,(£<|,р- П)_ = ?։(։). (1.4)

8-3.

На линии ? = ?| заданы перемещения:

"(»> М + = *<>(’) 4֊ Г1’о(3>- ( 1-5)

Предполагается, что ?*(«) (6=1, 2), //0(а> 11 ®о(а) удовлетво­
ряют условиям разложимости в интеграл Фурье.

Функцию Ф(а. /) ищем в виде интеграла Фурье

А'Фр. ₽) (1.6)с

где
/(Л ?) = ^։(/)ch/ Э) cos (3—3,) 4 -4a(/)ch/(3 3։)cos(32 3) ֊

+ 4Л(П sh r(32-3) sin (> M + Д4(Г) sh /(2-М sin (3, 3). (17)

Введем обозначение: 

/(С ?։) = ^v։(/); д-^~ =txt(t). (1.8)
(/? b -

Условия (1.4) приводит к двум независимым системам двух 
уравнений для определения искомых функций Д*(И (6=1 4) через 
А'а(/) (Л—1, 2)

А, = —(ГЛ,сЬГ, Heos,); А. = (?։ ch /; /.V.cosv);
д*

(1.9)

Aj — (FjSh/; r/-9sln;); А, = — (F, sh/7 — tFt sin 7),
Д1 Л1
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где

Д։ = $1г/,' — /։81п։т; А, = 8Йг/; — 51п:;;

/•՝,=/А'։ 4֊ М։ 5Й 1-; — А, 51п 7

/-՝,= — ®։ — А։ 51п 7 + М. 5(1/7.

(1-Ю)

Функции «*(/) являются преобразованиями Фурье функции ?*(<«)

?*(/) = т֊г 1 ?*(■)*"•</« 
/2՜ 3

(*= 1. 2) (1.11)

Условия (1.5) дают возможность определить неизвестные А*(/) 
(6=1, 2). Удовлетворяя условию (1.5), получаем функциональное 
сингулярное интегральное уравнение

Лп(0Р։(0 + е ^А։։(/)Р։(-0 = ^֊) ^Х՜)^4՜ 1112>
или характеристическую систему сингулярных интегральных уравне­
ний

£'(-)Р»Ь) ({, 
£■(-)- £(/)

-Г ) (Л=1,2) (1.13)

где
•Р։=^.-^Х1(1-в։։) + %։(1֊ая) + ^): Р։(/) = *֊”■’• Р,(-П;

А1։ ■—(11(^11 Н՜ ^г») ^(°։1 4՜ 1)(^>» 4՜//-։)• А։։(() — -4։։( /)՜.

А„ = е-1 ••(«։„ 1 )(о։| + /<7п) - /(«п-1 )(а։։4-о„)); А71(/)=А։г(-/): 

.\’^2е'<^\(ак 1)^-/(а|։+1)^+(в1|-1К"о + г’о));

В„= 2/(ая-1); Л։(/)=е֊г^/¥,(-/); Е^е21’’-

А։1——/— — /(/* 4֊ 1)$։п։7; а,„ =------— (5Ь2/7- /5(п27); (1.14)
Д1 * 2Д։

а21 = — (5Й2/7 4-/51 п 27); <1м= 14-—/։ 81п* 7; 
\

Л։ = у- (?а(/сЬ /•; 51п 7 — бй /7 соя 7)— »,(/’ 4՜ 1) ей /7 Э1п 7);

—— $11 ^7 $1П7 —
Д, -

5,(/ ей /7 Б1П 7 -Г 5Й /7 СО5 7)):

м0(») 51п г'0(։) СО5 /»</։;

12



2. Интегральные уравнения (1.13) сведем к краевой задаче Ри­
мана-Гильберта (:10>.

Нетрудно заметить, что £(?) простая однопериодичная авто­
морфная функция, фундаментальной областью которой является го­
ризонтальная полоса единичной ширины.

Введем однопериодичные автоморфные функции

/?д(г) 2_
2г։\՝£(г) -£(л) (*=1. 2) (2.1)

исчезающие на бесконечности.
Если / — любая точка контура, то по формуле Сохоцкого-Пле- 

мела получаем

(О=р» (о.
(2.2)

г/ £(֊) — £(/)

Подставляя эти выражения в данную систему (1.13), получаем 
следующую краевую задачу, написанную в матричной форме

где

С։։ — I

/?+(,) = - А/(/). (2.3)

(Лц Ь։1)(Лм- ВХ1) ^12^21
---  ^о( *)•

С|»=-71------ д I л л ; С«(/)-С„(-1); (2.4)(Л п В1։)(ДП—-Дп) Л։1.4П

Я, -- -------- (Ла֊В,1)л,-Д,г.У1- = н е_^։
(Лц-5п)(Ли-5п)֊Д։Ии

Решение уравнения (2.3) в 
гуляризацнн, т. е. приведением 

общем случае проводится путем ре­
к интегральному уравнению Фред­

гольма

-Ч—-I (С(Г)-'С(-.) - Е.ж -
£(* ’

(Си))-1 /_1_ Г сч-)А/(-)
2 V։ 3 £(т)-£(Г)

(1- - Н(П (2.5)

где С՛.—единичная матрица.
Интеграл в левой части (2.5) собственный, так как подынтеграль­

ное выражение не имеет особенности в точке ~=1. Таким образом.
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мы пришли к системе интегральных уравнений Фредгольма второго 
рода. Разрешимость этого уравнения обеспечена, так как на контуре 
элементы матрицы С(/) и свободные члены, входящие в уравнение 
(2.3), удовлетворяют условию Гелдера, а определитель матрицы от­
личен от нуля

det С (0= - ֊■ 0—на контуре (2.6^
t — i

Индекс рассматриваемой краевой задачи *, = — 1, и однородная 
задача имеет лишь нулевое решение. При этом уравнение Фредголь­
ма (2.5) всегда эквивалентно исходному.

После несложных преобразований и упрощений векторное урав­
нение (2.5) представим относительно Л’Д/) (Л=1, 2)

*»('. -)Л\(т)^+ (*=1.2)
Л5 - I

где

м։ Л'*:
sh(՜ <)?, 

sh(՜—0՜

-г (а„ (-) ֊ ua(t) - (т /) а։։(0а„(т))
sh(t — t)- /

•и”’ “дт՜ (+ а”(?՜1 -мд --»(')«»(’) +
-М’) \\ t / sh(x— /)z

/ Sh(' — ()- /

Ип
^,(t) 

(-։г1)Л(т)
аи(

\sh(T - ОР, 

/ sh(- ֊0՜
(2.8)

■°Sl(')
I ря(0а։։(-)

и։1(0_МП—1Л1—=

ch(t-Qp, \ 
sh(t֊/)- /՛

-) \ sh<- Wl) sh(T- 0՜

/аи(<)</и(т) a„(t)\ ch(T-/)p,\
\ ' • t t t ) sh(t —1)~ /’

^1= |( l<‘a(O(W-«^))-M) + :)(4t(:) + ^)))5jl—
J X sh(-: — 0՜
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( Л։(-)֊//0(-)4-<1|։(Л(- М՜))) вщ- о-/

а։|(Л(МО + МО) 4 О- 1)ли(Г)(МО М'));

^֊֊ —-(*.(-) «.М1 <։„('№(-) ^-<0))^-֊-"'

(2.9)

+ ( (■ 0^։^—- 1 Ьл.г) -«֊и г>1-- /)-1՜)^4- 
\ / / * ЬЩ-: /)- /

М('ИМ0 4֊ «,(0) -«։|(/)(М0 1 у0<Г| )
Д = (1 «?)ьП:Г,- (1 ' ; )'-7։5|п։,— (2.10)

3. Учитывая найденные значения для контактных напряжений нз
(1.2) имеем:

։ .л /։ \ / /1 / V я <>
(’, ?։) —— I —֊ — ( (—/г(с1։։ - С08?։) 4- И э1> я - со5/,|- ■

«У 2՜. J А(/) \ Г- 1

5)п'?, лап е՜"' с1с

'«>(». ?,) - /(-сЬ* Г л.:</)^֊"’ (и. (3.1)
а/2г. -МО

В общем случае, если имеем в нмду (1.9), (1.6) и (2.7) напря­
жения в любой точке сечения выражаются несобственными интегра­
лами вида

—

(а -4- л*)-(1+"’(а—х)~а~"։сИ. (3.2)

которые можно находить с помошью различных 
после определения т(х, /).

Для исследования поведения напряжении 
поверхности л == - а (т. е. а— <х>) применяем 
представим (3.2) в виде бесконечного ряда 

численных методов 
•

в окрестности края 
теорему о вычетах.

■(Л)=2я/Р(А (Я+ -<)-" "'’(а-л-)-’1 V выч (/,(/,-V). М
\ л'(Л) * 21- 7

(3.3)

Здесь /'|(/, л) подинтегральная функция (3.2). а = КОР’
ни уравнения



Д(/) = 0, (3.4)

которые принимаются возрастающими с к положительными г^.
Очевидно, характер напряженного состояния около края л= а 

(։= -к.) определяется величиной мнимой части первого корня 
уравнения (3.4).

Уравнения (3.4) совпадают с уравнениями, полученными в рабо­
те (3). 1
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Լ. II. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ

1հ՝1|ու շրջանային աղԼրլնԼրու] uiufiifui նափսյկւ|ած տիրույթի, iuniiioquil|uihni- 
piiiili in I» и 1111>|ւս ն |uump Lqrui||di սյայժսւննԼրւ։ւ|, Вшгр |։ւնք|ւփ ւուծումբ

Աշխա տանրր նվիրված Լ երկու շրջան ա յ ին աղեղներով սահմանափակ­
ված տիրույթի, ա ոա ձղա կան ո է թ յան տեսության խասր եղրա յին սյա րէ ան­
ներով, հարթ խնդրի լուծմանր։

հրկրևեո կոորդինատային սիստեմում, / արու մն երի ֆունկցիա (ի մեջ 
մտնող անհայտ ֆունկցիաների որոշման համար, ա վտոմ որֆ ֆունկցիաների 
օդն ութ յամ ր . ստացված Լ Ռ ի մ ան - Հի [ր ե ր տ ի եղրային խնդիր» Վերջինս րնդ֊ 
հանուր ղեսյրոէմ րերված Լ 'հրեղհոյմի ^Ր^Րոէ,րք սեոիէ լուծեյի ինտեղրայ 
հ ավասարու մն երի ս ի ստեմ ի։

Ստացված Լ երկու պարամետրից կախված տ րան ս ցեն դեն տ հ ս»»իա սա­
րում, որի աոաջին արմատր րն ո ւթ ա զր ո »մ է ե ւյա կ իո» թ յան կտ(*հրէ անկյու­
նային կետում։
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