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МАТЕМАТИКА
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Смешанная задача для вырождающихся гиперболических 
уравнений второго порядка при нарушении равномерного 

условия Лопатинского

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р А Александр я ним 22/1V 1977)

/?—корректность смешанных задач для строго гиперболических 
уравнений второго порядка рассматривалась в работах С’3). Что же 
касается корректности с потерей гладкости, то, как показано в рабо
тах (*’), она имеет место и при более слабых ограничениях. В ра
ботах (։;“я) доказана корректность с потерей гладкости смешанной 
задачи уже для вырождающихся гиперболических уравнений, но 
лишь при граничном условии Дирихле.

В настоящей работе для уравнений второго порядка предлагает
ся подход, позволяющий перенести результаты, полученные для сме
шанных задач с граничным условием Дирихле, на более широкий 
класс граничных задач, для которых даже в случае строго гипербо
лических уравнений нет /^֊корректности из-за нарушения равномер
ного условия Лопатинского. Результаты, полученные для случая по
лупространства, разумеется, могут быть перенесены на случай произ
вольной ограниченной области. В доказательстве используется метод 
обращения интегрального неравенства с неинтегрируемым ядром р0), 
при котором, как показано в работах возрастает число условий 
согласования.

Пусть в области /?" <(0, 7 ) задан слабо гиперболический опе
ратор второго порядка А(л\ О) и оператор первого порядка В(х ,/Л. 
заданный на границе. В настоящей работе мы будем рассматривать 
такие операторы Д(х, />), для которых нужно задавать одно гранич
ное условие (см. (’)),

Мы будем рассматривать следующую задачу:

Д//=у при /6(0. 7), х(/?л=|(х\ хя); Ая>0. л՛ =(х1,...,х||_|) 6 Я*՜1)}

Ви=0 при хл = 0։ /£(0, Г), 

я = 0, и( = 0 при / = 0,
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Введем некоторые пространства:
1) £(I') — пространство всех бесконечно дифференцируемых в об

ласти I' функций с компактными носителями.
2) ///’•*( И) —пополнение по норме

2д 
дГдх' ■

dV. l/ko-1/U 1/1о=1/|.

Используются также следующие обозначения:

Утт=(К П /?;, Гиг=Уг, $/=!('. *): - = /. |

Г, (-.-V. -*л); 0<-</, л’С/?"-*, хя = 0|, Гг = Г, /=х0.

Условимся говорить, что оператор /., определенный в области 
(О, 7՜) А”1, является слабо коммутирующим с Л продолжением опе
ратора В, если выполняются следующие условия:
1) при хя = 0 1.(х, £)) = В(х', О)
2) если оператор Л представить в виде Л = /?/.-)֊//. где

/)= V г/„ 7Х р=(р0, рх...........ря-1),
|р I г

", о 
а /?=՝»՝ г/ ---- г оператор первого порядка, то

“о 0Х;

|/../7|=гП+С+х/.. (2)

где С.= V с, — с — оператор первого порядка, 
“о дх.

Назовем смешанную задачу с граничным условием Дирихле хо
рошо поставленной для оператора Р, вырождающегося со скоростью 
ш. если '
1) для \и£Н՝ ((0, 7 ) /?;) такой, что н —О на Г. и = 0, «7 = 0 на
50, справедливо интегральное неравенство

«;4֊a»v ц2 ^ ds М const 4֊ — V

И

dV +

+ J (Pu)-dV, 

v*
где .И—const, u։=w(f)>0 при />0, <» 10 при /-»0.

2) существует ассоциированный с Р оператор Р՛ такой, что

а) дЛЯ у«^//«((0, Т) X Рп )
(ш* ~с’

б> для 4(Vr), q д, удовлетворяющей условиям согласова- 
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иия Ср+т. существует единственное решение u£H>'«(VT) задачи 
Р'и=/(/, х', x„)֊/(t,x', о)е-х« в VT 

«=0, nf = 0 на 5‘0, а=0 на Г, 

для которого имеет место оценка j/zjom const • f m ՛;■ 
Аналогично, назовем задачу Коши хорошо поставленной для

оператора Q, вырождающегося со скоростью ш, если
1) для V//£Hj((0, Г) /?*), такой, что ы=0, //, = 0 на So выпол
няется интегральное неравенство

| ( “7 + S "2()rf5 ■ Л1 f (const + —U‘ + ш V՛ W;j4/V4

S/ t-/

+ C (QUy-dV

։"
2) существует оператор Q' такой, что

a) l(Q—Q )|^—~ |«|э,2 для V«^°-2((0. Г) X/?’)
Г®1 ՛

б) для v/£ Н р* ( V'1 ), //<7 существует единственное решение 
и(^Нр-ч(\г) задачи Q’u — f в Vr, //=0 <Q=0 на 50. для кото
рого имеет место оценка |и/|о,т const • /|/|о.т, "/<7.

Теорема, Пусть, кроме условий согласования Ср^ (см. (’)), 
выполняются следующие условия:
I) Существует оператор L, который является слабо коммутиру

ющим с А продолжением оператора Н.
II) Смешанная задана с граничны и условием Дирихле хороши по

ставлена для оператора A~LR + I) — i.R 4- х, вырождающего
ся со скоростью ш.

Ill) Оператор D—слабо гиперболический и вырождающийся со ско
ростью ш, причем задача Коши для него хорошо поставлена.

IV) Коэффициенты операторов R и С таковы, что

№ + к* |*^ const л; £=1............// —I• • ш ; ։ =

V I >"•(&, / ) /?-), /€^’((0. Г) /?’

d
(H’dx

__ d
dt'dx՛

ш1'1՛։ dS

dJ֊^ . 
dt

—— / =0 Nd So. 
dt1՛ 1

ide t—cKo.ib угодно малое положительное число.
Тогда для р 1 существует единственное решение и(:Нг’((0, Г)



лаоичи (/) и для него справедлива оценки

|л|, + И-«1Л<const (|/Ut + IV—' f\p.՝. -

д 
dt'dx'՝

(3)

Применяя к обеим частям 
чаем, используя условие 1,

уравнения Au=f оператор /, полу-

ALu 4֊ Си = Lf — </. где ~А = LR D — / /? 4֊ *.

Обозначая l.u — v и используя условие (2) получаем систему

Av 4- Си — l.f — >/,

Du 4- Rv=f, 

для которой ставится задача:

(4)

t> = 0 на Г 

и О, W/=0, г = О, г*/=0 на 50.

Введем обозначения
Р / Л X

£j(/) = ess sup I ( v* т «> v ) dS,
' J \ <-l '/

s.

E3{t) = ess sup 
0

dS.

Ih первого уравнения системы (4) и условии II и IV получаем:

{Lf->f)֊dV.

Из второго уравнения системы (4) и условий III и IV получаем:
/ /

| AlJconst -֊ — \f-.(-.)d- -г /И, I ( const 4՜ — I fldV.
J ՝ ш \ u> / .)
■I G 0

Обозначай .И = max (Alt 4-Ai։, M։4-/W3), £(/) = £։ (Z) 4-£։(O 
получаем

E( t) M
t

(const

0
1'1

'jtA'Ad-. const

h



Таким образом, мы получили интегральное 
тегрируемым ядром. Как показано п работе 
можно обратить, если выполняется условие:

неравенство с ненн- 
(10), это неравенство

(5)։»•" +•
d V’ < оо.

и
В работах подробно показано, что если / —достаточно

гладкая по пространственным переменным функция, то с помощью 
редукции задачу можно свести к некоторой новой задаче, для кото
рой условие (5) на правую часть выполняется. Суть этого подхода 
заключается в следующем.

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу

АЧ>։ + сои\ + си1 = Г/ — 1./ — (ЬГ — I/е

ГУи} + гоу\ гт։=/(/, л'. л„) -/(/. л', 0)е~х" в 1'г

®’ = 0 на )՝, гР=0. т>) = 0, ц‘=0, н}=0 на 50.

В силу условий II, III, \ эта задача имеет решения м1 и г4, для 
которых имеют место оценки

|®>«^соп51 • Г(|£/ — 4-1/| ,„ )

|м}|0.Я|5есоп81 • /(|£/ - Х/10.Л, -г |/|о.„ )

Обозначая /)" = D D', Д" = Д Д' получаем:
п

D(u—и1) 4֊ /?(и v՝) — — [У՛и1 — V г(г>'։ 4- f(t, д', 0)e-'«, 
t-l

- л-1
— т>։) 4- С (и и1) — — А” г՛1 — v <(«' 4 (//֊>/

• -։ '

Введем новые неизвестные функции и = и и\ р =-г — г»։. Мы по
лучаем новую систему, правые части которой удовлетворяют оценкам

D՛ 4- v rtv\ < const • ш |/|о.« ). мСд
/-1 о, т-'2 
л-1

Д"г։ 4֊ V Cjii\ <consl • U>‘ (\Lf — '/|o.m 4- |/ 
I-1 * lo.rn 2

Делая 7 шагов редукции, приходим к оценке:

1»11 -+• const (1/Ь., 4-1/./ ■ >./|о.т + ( | —-Z ■ ֊֊ ■ ֊ dS

Дифференцируя уравнение подобно тому, как это делается в работе 
(л), получаем опенку (3).

Для строго гиперболических уравнений в работе (*) получено 
существование решений. Поэтому для доказательства существования 
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в случае вырождающихся уравнений достаточно использовать опера
торы осреднения (”) или метод возмущений О. А. Олейник (•).

Рассмотрим следующую задачу:

Аи=ии—<։*(О(«Л.Х +иуу)=/ при />0, у£А", х>0,

Ви=их->г^(Г)и1 =0 при />0, у£/?։։ л = 0, 

м=0, н, —0 при 1 = 0, у£/?', х>0.

Если 5(0>0, то даже в случае строго гиперболического урав
нения, т. е. когда <։•(/)>0 при /£10, Г), нет /.’—корректности из-за 
нарушения равномерного условия Лопатннского.

Будем искать оператор /. из условия 1 в виде:

/.=— + ?(/, х)-—, где 3(/,0)=а(/).
Ох д(

Тогда

Д= (֊ п։— —
\ дх 01 /

где
О = (1 - - а։«уу -г а3('?х — ₽?/)«/•

Потребуем, чтобы |/., /Э| = >£)-(- С.

Отсюда находим <=2£ —, х = 0, а 3 должна удовлетворять сле- 
<1

дующим условиям-

?/ + л’ 4-----при х > 0, / > 0.
а

?=։(/) при х = 0, />0.

Условие 1 заключается в требовании, чтобы эта задача имела 
решение. Оно может нс быть единственным. В этом случае нужно 
выбрать такое решение ?, для которого выполняется условие (6). Ос
тальные условия теоремы проверить несложно.

Требование, чтобы оператор О был слабо гиперболический, за
меняет в пашей работе условие .՝1опатннского. R настоящем примере 
/9 —слабо гиперболический оператор, если

1—а։3*>0 при /£[0, Г|. (6)
В силу того, что по х„ можно сделать разбиение единицы, ус

ловие (б) должно выполниться в полосе где «—сколь
угодно малое число. Если а, 3 непрерывны, то для выполнения ус
ловия (6) достаточно выполнения на границе Г условия 1 -о։7։>0.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР
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