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В этой статье рассматривается вопрос о зависимости бесконечно­
мерных гомотопических групп П^А', х0) и П‘;(А\ лг0) подмножеств 
вещественного сепарабельного гильбертова пространства Н (։). (а) от 
выбора базисной точки х0£АГ. Оказалось, что как и в случае конеч­
номерных гомотопических групп, бесконечномерные гомотопические 
группы, построенные в различных точках, принадлежащих одной и 
той же компоненте линейной связности множества X изоморфны 
между собой.

При этом представляется удобным воспользоваться первым из 
двух эквивалентных подходов к определению бесконечномерных 
гомотопических групп, а именно, подходом, опирающимся на произ­
вольный фиксированный ортонормированный базис о = простран­
ства Н и линейные ограниченные операторы 5*, Р: //-•//, опреде­
ляемые по формулам:

5«(е.)=(° "Р" »««
I еп_„ при ч><7

7՜?(ел ) = £„+<, при л=1, 2, . . .

Через V будем обозначать замкнутый единичный шар пространства. 
Пусть X произвольное подмножество пространства Н, а х0^Х 
произвольная фиксированная точка, которую мы примем в качестве 
базисной. .՝ ' * хЯ

Определение. Для любого целого числа непрерывное ото­
бражение /: (Н, Н '^)-(Х, х0) называем сфероидом (первого рода) 
индекса д множества X в точке х0, если при д^О где
отображение ? определено на Тч(Н) и принадлежит классу А'о, по. 
строенного В. Г. Болтянским (*), а при ^<0 /=$7*°ф, где отобра­
жение у:/7—/7 принадлежит классу А'о. Если / и £ два сфероида 
одного и того же индекса д множества X в точке х0, то их суммой 
называем сфероид Л = / + £, задаваемой по формуле: 
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Л(л)=Р(2л
I £(2х-е։)

при хе՝ О 
при хех О,

где хе։—скалярное произведение векторов л и е։.
Обозначим через R числовую прямую, а через /-отрезок |О, 1|. 

Прямое произведение Н'= R Н будем рассматривать как гильбер­
тово пространство, считая для двух элементов (/, л), (Г, л ) прост­
ранства Н* их скалярное произведение равным и՝ лл'. Если обоз­
начить вектор (1, 0)£//* через е0. то последовательность «• = 
= (^о, ...........будет ортонормнрованным базисом прост­
ранства Н* (где а=|еа |)—упомянутый выше фиксированный базис.

Ясно, что //-гиперплоскость в Н* ортогональная вектору е0, а 
/\ Н— полоса в Н*.

Определение. Непрерывное отображение Ф:/. Н -А' назы­
вается гомотопией сфероидов индекса <7 множества А' в точке л0£А'. 
если оно удовлетворяет следующим условиям:
а) При ^>0 Ф = <^Т«., а

при 7֊<0 Ф = 5‘~*<4, где
отображения $*., Т՞, и <р. ՛!» обладают упомянутыми выше свойствами 
при определении сфероидов, но уже относительно гильбертова про­
странства //*.

б) для любого /£/ отображение /(՝.Н-֊Х, определяемой равен­
ством —Ф(/, л), х^Н является сфероидом индекса </ множества 
X в точке л0. Если при этом /0=/ и /։ = ^. то мы будем говорить, 
что гомотопия Ф соединяет сфероиды / и g.

Два сфероида Д £ индекса </ множества Л в точке л„ называ­
ются гомотопными между собой, если существует соединяющая их 
гомотопия.

В случае бесконечномерных гомотопических групп П£(Д՜, л0) 
компактного типа на сфероиды и их гомотопии (которые при этом 
называются компактного типа) накладываются дополнительные огра­
ничения. А именно, требуется, чтобы прообраз /~'(.Ч) для каждого 
компактного МгА՝ (л0| был компактен и на этом прообразе терми­
нальная производная (*) отображения 7՜՜*՞/ (при <7 <0) или отображе­
ния (при ^^>0) была отлична от нуля. Далее, от гомотопии 
Ф(/, л) требуется, чтобы сфероиды, определенные формулой /г(х)= 
— Ф(/, л) были компактного типа.

Предложение 1. Пусть/:(//, //՝!)-► (А', лм) произвольный 
сфероид индекса </ множества X в точке л։, а ։:(/, 0, I)-*(А, л0, л։) 
некоторые путь в X, соединяющий точку л0 с л։.

Определим гомотопию : (Н Х)~*^ отображения ®0=/7/ 
положив ?/(л) = з(1 — /), 0</<1. Тогда существует гомотопия сферо­
идов А՜, 0 такая, что/,=/н Л///х^ = ч>/ следова­
тельно, /,:(//. Н Ц)-*(А', л0) является сфероидом индекса <7 мно­
жества X точки л0.

271



Замечание. Если в предложении 1 рассматривать сфероиды / 
компактного типа, то гомотопию // можно построить так. чтобы она 
была гомотопией компактного типа.

Н силу предложения 1, каждый путь л:(/,0,1) ►(Х,х0,хх) порождает 
некоторое отображение х1)—/?^(Л, х0) совокупности сферо­
идов индекса £ множества X в точке х։ н совокупность сфероидов 
индекса в точке х0, которое порождает некоторое отображение

П^(Л՜, х։) Ь ПК(Л, х0|. При рассматривании сфероидов компакт­
ного типа соответственно возникают отображения:

«г.: Г' (X, х,) - Г* (Л'. х0) и А А

О':П'(Х, х։)-ГИ(А',х0.)

Согласно теореме Ху (4) всякая пара (Р. Ц), где Р н Ц абсо­
лютно окрестностныс ретракты (ДЛ7?) н Рзамкнуто в Р, абсолютно 
удовлетворяет аксиоме о распространении гомотопии.
Лемма. Пусть Ри Ц подмножества гильбертова пространства 
Н. являющиеся абсолютно окрестностными ретрактами, причем 
р замкнуто в Р. а У — произвольное подмножество из Н\ пусть 
далее Р - У непрерывное отображение, принадлежащее классу 
А'о и ?г: р— >՛ — гомотопия в классе Ко отображения ?0=/1Ф. 
тогда существует гомотопия / в классе Ко отображения /, 
являющаяся распространением гомотопии

Эта лемма играет центральную роль и позволяет в частности 
доказать следующее утверждение.
Предложение 2. Всякий путь о : (/, 0,1)—•(Л’, х0, х։) порождает 
отображение с, :П^(Л՜, х։)-П^(А’, х0) причем: 
1. з*— гомоморфизм
2. Если о, з': (/,0,1) — (А', х0, хх) эквивалентные пути, то
3. Если с: (/, 0,1)-*-(Х. х0, х։), а

•: (/,0,1) —(Л,х։, х։), то (о՜),

4. Гомоморфизм з,: П^(Х, х0)—П^(Х, х0), порожденный постоянным 
путем о: / — |х0| является тождественным автоморфизмом группы 

х0). ՛<
5. Если/: X ֊* У — отображение класса Ко, а: (/, 0, !)-<֊( X, х0, хх) 
произвольный путь и х = /оз: (Л 0,1)—(Е,/(х0),/(х1), то имеет место 
коммутативная диаграмма

Ре(Х, х,)-Р(/,/(*>) 
4 •. Ь.
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где Д — гомоморфизм, индуцированный отображением /.
Замечание. Если вместо групп П^(Х, х) рассматривать группы 
Г1'(Х, х) компактного типа, то упомянутое выше отображение

П‘(А', л'։) ->П; (А, д'о) тоже удовлетворяет всем условиям, приве­
денным в предложении 2.
Основным результатом этой статьи является следующее утверждение 
Теорема. Всякий путь ? : (/, 0.1 )-*(А', х0. х(). соединяющий 
Н1К\ V., < Л ։. индуцирует изоморфизмы A'. A'ji п^(Л. Ло) н 
зг.: I И, (АГ, Xj) ГИ(Л\х0), зависящее только от гомотопического 
класса пути а.
Согласно этой теореме бесконечномерные гомотопические группи 
П^(Х,х) (соответственно П'(А'.х) индекса g линейно связного под­

множества Л” пространства Н. построенные в различных точках 
x£zY изоморфны между собой. Таким образом, эти группы, рассмат­
риваемые как абстрактные группы, не зависят от выбора базисной 
точки и обозначаются через П^(А’) и П^(А’), П^,(Л) называется бес­
конечномерной гомотопической группой индекса g компактного типа 
линейно связного множества X С Н.

Приведенные выше все результаты остаются справедливыми и 
для бесконечномерных относительных гомотопических групп (’).
Пг(Х, А, х0) и П'(Х. А, х0), а именно: всякий путь л: (/,0,1)— 
—(А, х0, х,) множества А порождает изоморфизмы

о.: 11jr( А, А, Xj) I lg(/\, А, xtl) и

П'(Л', А.х,) «П'(X. А, х0)

Таким образом, когда подмножество А^Н линейно связно, все груп­
пы ПЛХ, А, х) (соответственно ГЕ(X. А.х). построенные в различ- 
ных точках х£А, изоморфны между собой, т. е. не зависят от выбо­
ра базисной точки и обозначаются через П^(Л', А) и II (Л, А).

В заключение отметим, что в силу условий I — 4 предложения 
2 каждая из систем (П^А', х); х£Х| и (П'(Л՞, х); х£А'| образует 
локальную систему групп на множестве Л С Н (’). Аналогично, и 
силу сказанного выше, каждая из систем |Пв(А’, А.х); х£А| и 
|П'(Х, А, х); х£ А| тоже образует локальную систему групп на 
множестве А.

Институт математики
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Է. Ա. ւՈՓՋԱՍԼՆՏԱՆ

Աքււ|Լրչ «սւփանի ВււմոտոԱ|իկ խմբեւփ 11ս։խиւմр рипфиш փք» կԼտխյ

Հոդվածում դիտարկված է իրական սեպարարեչ /՜ք հիչրէ րտյան տա­

րածության ենթարԼՍդմ ութ յունների անվերջ չափան ի Հոմ ոտոպրկ ։ ւ^(«\ )
և Ո'(.\’, .ր0) խմբերի կա խոէմր րա դի սային կետի րն տրութ յոլն իրր

Պարպվում 4» ՈՐ ինչպես և վերջավոր չափի դեպքում, „\ րՀ // րապմոէ- 
թյան միևնույն գծային կապակցութ յան կոմպոնենտին պա տկան ո դ երկու 
տարրեր կետերում կառուցված անվերջ չափանի հոմ ոտոպիկ խմրերր /■»/'»֊ 
մորֆ են իրար, այսին րն կախված շեն րադիսա յին կետի րն տ ր ո ւթ յո ւն ի պ ։
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